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AVANT-PROPOS 


Ce manuel est une extension du cours spécial lu sur les méthodes 
aux éléments finis à l’Université d'Etat de Novossibirsk et à l’Insti- 
tut physico-technique de Moscou. Il peut être regardé comme le 
prolongement de la rubrique des méthodes variationnelles de 
G. Marchouk « Méthodes de calcul numérique » (Editions de Moscou, 
1980). 

Cet ouvrage est consacré à l'étude des méthodes aux éléments 
finis et aux approches mises en œuvre dans la résolution des pro- 
blèmes de physique mathématique. L’exposé est basé en général 
sur des équations différentielles simples. On suppose au lecteur la 
connaissance des fondements de l’analyse fonctionnelle et des équa- 
tions de physique mathématique. Des résultats spéciaux sont exhibés 
au fil des besoins. 

La méthode aux éléments finis est devenue actuellement une 
méthode performante d'intégration de divers problèmes de physique 
mathématique. Cette circonstance est conditionnée pour une large 
mesure par l'avènement de puissantes techniques électroniques de 
calcul et par les acquis des mathématiques dans la théorie des métho- 
des de projection et des méthodes d’approximation par des fonctions 
à support borné. 

La méthode des éléments finis étant en règle générale une modifi- 
cation d’une méthode de projection (méthodes de Ritz, de Boubnov- 
Galerkin, etc.) utilisant des fonctions de base à support borné d’un 
type spécial, son étude pourra être conduite de la manière suivante : 

— analyse des algorithmes de la methode de projection; 

— analyse de certaines collections de fonctions à support borné 
largement utilisées en calcul numérique et approximation de la 
solution par ces fonctions; 

— application de certains alsorithmes aux éléments finis à la 
résolution des problèmes aux limites et étude de problèmes spéciaux. 

L'exposé de cet ouvrage suit cette ligne. 

Le premier chapitre est consacré à l’étude de cas particuliers de 
la méthode de projection. Les auteurs se sont limités sciemment à 
traiter cette question dans des espaces hilbertiens. 
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Le deuxième chapitre traite des fonctions à support borné les 
plus souvent mises en œuvre dans les calculs et de leurs propriétés 
d’approximation. 

Dans le cadre de l'exposé de la théorie de l’approximation de 
Strang-Fix, en plus des résultats relatifs à l’approximation, on montre 
à quel point est puissante la méthode de la transformation de Fourier. 
Les résultats acquis par cette méthode sont souvent hors de portée 
par les traditionnelles séries de Taylor. 

Dans les trois chapitres suivants, on applique les méthodes aux 
éléments finis à l’intégration de problèmes de physique mathéma- 
tique. 

Le troisième chapitre aborde les problèmes aux limites pour 
diverses équations de physique mathématique. Les algorithmes 
She peuvent être étendus à des problèmes pratiques plus com- 
plexes. 

Le quatrième chapitre étudie une méthode payante d'intégration 
des problèmes de physique mathématique : la méthode des identités 
intégrales interprétée par les auteurs comme une modification de la 
méthode de projection. Dans cette optique, cette méthode peut égale- 
ment être regardée comme une variante des méthodes aux diffé- 
rences. 

Au cinquième chapitre, certaines des méthodes développées 
antérieurement sont appliquées à la résolution d’une classe de 
problèmes de transport. On y élabore également un algorithme de 
construction de fonctions de base spéciales tenant compte des singu- 
larités des solutions. Ce chapitre élargit et approfondit de nombreux 
problèmes de cette classe abordés dans les chapitres précédents. 

L'exposé de cet ouvrage s'inspire de nombreux travaux de mathé- 
maticiens soviétiques et étrangers et notamment des monographies de 
L. Oganéssian, L. Roukhovets [34], S. Mikhline [29], [31], G. Strang, 
G.J. Fix [36] ainsi que des résultats des recherches menées par les 
auteurs au cours des dernières années au centre de calcul de la filiale 
sibérienne de l’Académie des sciences de l’U.R.S.S. La liste des 
travaux choisis, donnée à la fin de l’ouvrage, est constituée d'articles 
et d'ouvrages devenus classiques en la matière. 

Les auteurs ont débattu du contenu de cet ouvrage avec V. Dym- 
nikov, Ÿ. Kouznetsov, A. Matsokine, V. Smelov, V. Chaïdourov. 
Qu'ils trouvent ici l'expression de notre gratitude. 

Les auteurs sont sincèrement reconnaissants à N. Bakhvalov et 
V. Lébédev qui ont eu l’amabilité de lire les épreuves et dont les 
précieuses remarques ont contribué à l’amélioration de l’ouvrage. 


G. Marchouk, V. Agochkov 


PROLOGUE 


De longues années durant, les méthodes variationnelles qui sont 
un cas particulier des méthodes de projection sont utilisées à la: 
résolution des problèmes de physique mathématique. Nombre de ces 
méthodes consistent à formuler le problème en termes variationnels, 
c'est-à-dire à chercher une fonction réalisant le minimum ou, dans 
une position plus générale, l’extrémum d’une fonctionnelle, et 
ensuite à trouver les approximations de cette fonction. Aussi, pour 
bien comprendre le fond des méthodes variationnelles et de pro- 
jection, se propose-t-on d'illustrer l’équivalence de certains problèmes. 
de physique mathématique et de problèmes variationnels. 

Soit la fonctionnelle élémentaire 


1 
J (u)= | n(x, u,u')dr, (0.1) 
0 


où x = x (x, y, z) est une fonction donnée continue avec ses dérivées. 
premières et secondes par rapport à x, y, z dans un domaine d'un 
espace euclidien à trois dimensions. 

Supposons que la fonction u (x) est continue, possède une dérivée 
continue uw’ (x) sur JO, Â[ et prend aux bornes de l'intervalle [0, 1] 
les valeurs données 


u (0) = uo, u (1) = ui. (0.2) 


Appelons e-voisinage d’une fonction u =u (x) la famille des fonctions 
{u, (x)} vérifiant sur [0, 1] l’inégalité 


[ui (x) —u(@)i<e. (0.3) 


Posons maintenant le problème variationnel suivant: parmi les 
fonctions d'un e-voisinage, possédant une dérivée continue et véri- 
fiant les conditions (0.2), on demande celle qui réalise l’extrémum 
de la fonctionnelle J (u) (problème aux extrémités fixes des courbes 


= u (x)). 
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Déterminons les conditions nécessaires que doit remplir une 
fonction uw (rx) pour donner l’extrémum de la fonctionnelle J (u) 


» 


dans un e-voisinage. Considérons à cet effet une fonction n (x) 


telle que 
n (0) = n (1) = 0. (0.4) 


Construisons par ailleurs une fonction u, (x) = u (x) + an (x), où 
« est un petit paramètre (ceci nous permet de considérer que u, (x) 
appartient aussi à l’e-voisinage). En portant cette fonction dans la 
fonctionnelle J, on obtient 
1 
J(u)= az, u(2)-+an(x, u’(z)+an' (x) dz. 
0 
Traitons J (u,) comme une fonction du paramètre &: J (u,) — 
— © (x). Appelons la dérivée première de la fonction ® (œ) au point 
a —= 0 variation première de la fonctionnelle J et désignons-la par 
sr = 
d& |a=0 


La variation seconde Ô*J de la fonctionnelle J se définit respective- 
ment comme la dérivée seconde de la fonction © (æ) au point &« = 0: 


(run + un) dx, (0.5) 


(ruru0"2+ Zu NN + TuuN?) dz, (0.6) 


où nr, = ôn/ôu, sn, —= 0°*1/ôu Ov, u’ = duldx. Il est classique que 
la condition nécessaire d’extrémum de ® (x) pour « = 0 est ®’ (0) — 
— 0, c'est-à-dire que ÔJ — 0. Une intégration par parties et les 
conditions (0.4) nous donnent 

1 


ÔJ — | n (x) (ru —< ru) dt. (0.7) 
0 


La fonction n (x) étant arbitraire, la courbe uw (x) vérifiant les con- 
ditions (0.2) et réalisant l’extrémum de la fonction (0.1) doit être 
solution de l’équation différentielle ordinaire 


d 
y Te Mu’ —= 0, (0.8) 
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appelée généralement équation d'Euler. Signalons que si u (x) réalise 
le minimum (resp. maximum), alors on sait que D” (0) = ô*J > 0 
(resp. ÔJ < 0). 

Considérons l'exemple illustratif suivant dans lequel on fait 
Uo = Us —= 0: 


1 — (2) + que —2fu, (0.9) 
où get f sont suffisamment différentiables et g > 0. On a 
mu=2qu— 2j, Lnv=25e, 
et l'équation d’'Euler (0.8) s'écrit 
— LE tou f (2) (0.10) 


(à strictement parler, en établissant la condition nécessaire d’extré- 
mum pour (0.9), il faut exiger que u (x) admette des dérivées secondes 
continues). 

Donc, si une fonction uw du domaine de définition de la fonction- 
nelle : 


J@= | (52) +au— qu) az, (0.11) 
0 


telle que u (0) = u (1) — 0, réalise l’extrémum de la fonctionnelle 
(0.11), alors elle remplit la condition (0.10), c’est-à-dire est solution 
du problème aux limites de Dirichlet 


— Te auf (x), (0.12) 
u (0) = u (1) =0. (0.13) 


La réciproque est également vraie : si u (x) est solution du problème 
(0.12), (0.13), alors elle réalise l'extrémum de la fonctionnelle (0.11) 
sur le domaine de définition de cette dernière. 

Considérons maintenant un autre problème variationnel pour 
la fonctionnelle (0.1) : parmi les courbes u = u (x) dont les extrémités 
sont portées par les droites verticales x = 0 et x — 1 trouver celle 
qui donne l’extrémum de la fonctionnelle (0.1) (problème aux extré- 
mités libres). Signalons qu'ici les extrémités des courbes ne sont pas 
assujetties à d’autres conditions. Il se trouve néanmoins que si u (x) 
réalise l’extrémum de la fonctionnelle J (u), alors pour z = 0 et 
z — 1 elle doit satisfaire certaines conditions aux limites qui résul- 
tent directement des conditions d’extrémum de la fonctionnelle 
(0.1). Prouvons-le. 
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Supposons qu’une courbe u (x) réalise l’extrémum de J (u) parmi 
les courbes voisines u, (x) = u (x) + an (x) aux extrémités libres 
(contrairement au problème aux extrémités fixes, n (x) ne doit pas 
forcément s'’annuler aux points O et 1). La condition nécessaire 
d’extrémum nous conduit de nouveau à la relation 

1 
êJ = | (tun+ run’) dx = 0. (0.14) 
0 


Une intégration par parties nous donne 


| 
À n (x) (ru 7 tu: ) dr + nuen [x=1 — Nu |x=0 = Ve (0.15) 
0 


La fonction n (x) étant arbitraire, u (x) est solution de l'équation 
d’'Euler 


Tu + Hu = 0, (0.16) 
avec les conditions aux limites 
Tue (1)—=0, nu (0) =0. (0.17) 


Les conditions (0.17) qui sont des conditions nécessaires d'extrémum 
sont souvent appelées conditions aux limites naturelles (on les abordera 
plus en détail dans la méthode de Ritz). 

Considérons un autre exemple illustratif. Supposons que dans le 
problème aux extrémités libres, x (x, u, u’) est de la forme (0.9). 
Les équations (0.16) et (0.17) s’écrivent alors 


— + + qu = j (2). (0.18) 
(1) = (0) 0, (0.19) 


c'est-à-dire que la fonction w (x) qui réalise l’extrémum de la fonction- 
nelle est solution du problème de Neumann (0.18), (0.19). La réci- 
proque est également vraie : si w (x) est solution du problème (0.18), 
(0.19), alors elle réalise l’extrémum de la fonctionnelle (0.11) dans le 
problème aux extrémités libres. 

Nous venons d’examiner le cas élémentaire d’une fonction uw 
et d’une variable indépendante z. On étudie de façon analogue des 
problèmes plus généraux. Soit par exemple 


J— j] n(z,y,u, U,, U,) dx dy, 
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où la fonction x et la frontière du domaine convexe borné D sont 
suffisamment différentiables. Posons le problème suivant: trouver 
une fonction uw (x, y) continue avec ses dérivées partielles premières 
et secondes, prenant une valeur donnée sur la frontière de D et réali- 
sant l’extrémum de la fonctionnelle J. Comme dans le cas précédent 
on est conduit à une équation d’Euler de la forme: 


ne, 2 0 
Ju 0x lux ôy UT . 
La généralisation au cas de nr variables est immédiate. 

En résumé donc, on a la possibilité de traiter les mêmes problèmes 
de physique mathématique soit comme des problèmes faisant inter- 
venir des équations différentielles (équations d’Euler), soit comme 
des problèmes variationnels consistant à trouver des fonctions réali- 
sant l’extrémum de certaines fonctionnelles. Dans le dernier cas, 
les fonctions (sous réserve qu'elles soient suffisamment différen- 
tiables) seront solutions des équations d’'Euler correspondantes. Les 
problèmes (0.12), (0.13) et (0.18), (0.19) peuvent être écrits sous la 
forme opératorielle : 


Au =}f, uEO® (A), (0.20) 


où O (A) est la classe des fonctions bicontinûment dérivables véri- 
fiant, selon le problème posé, la condition (0.13) ou (0.19), et 


d°u 
Au — er Fe | + qu. 


On a déjà signalé que le problème (0.20) était équivalent au 
problème variationnel 


J(u)=minJ{(v), vED(A), (0.21) 


« 


où 
J(v)= (Au, u) —2(f, u) — 


ss ( _— +qu—2) u dx = (5) + 2j) dx. 
0 0 


Ce problème présente l'avantage de n’exiger en fait que l'existence 
de dérivées de uw (x) continues par morceaux, alors que dans l’équa- 
tion d’Euler, uw (x) doit posséder des dérivées secondes. 

Supposons qu’on demande maintenant une fonction satisfaisant 
les conditions u (0) = w (1) = 0 et minimisant la fonctionnelle (0.11). 
Ce problème variationnel se résout parfois de la manière suivante : 
on déduit l'équation d’Euler avec les conditions aux limites requises, 
puis on intègre cette équation en termes finis. Dans l'exemple con- 


« 


sidéré, le problème variationnel consiste à chercher la solution du 
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problème (0.12), (0.13). Cependant les équations différentielles des 
problèmes variationnels ne s’intègrent en termes finis que dans de 
très rares cas. D'où la nécessité d’une résolution approchée de ces 
problèmes. On se sert à cet effet des méthodes variationnelles. 

Pour se faire une idée de ces méthodes, on choisira une base {p;} 
dont les éléments devront posséder une dérivée seconde par rapport 
à xet vérifier les conditions (0.13). On cherchera ensuite une approxi- 
mation de x (x) sous la forme 


N 
Un (x) = 2 a;p; (x), 


où les coefficients a;, j = 1, ..., N, se déterminent à partir des 
conditions de minimisation de la fonctionnelle J (u). 
On sait que un (x) minimisera J (u) parmi les fonctions de la 
N 


forme v = >) b;; (x) si seulement 
1 


an: =0, i—=1, ...,N. (0.22} 
Comme 
N N 
Jn)= À maAu—2 D dif 
où 


CS 


1 
d d 2 
Au | (PE om) dr, fi= | (ads, i,5=1, ...,N, 
0 


N 
ôJ 1 
En =2(S Ay85—fi)=0, i = 1, .., Fi (0.23) 


J=1 


Le système (0.22) peut donc s’écrire 


N 
2 Aue=fr i=1, ... N. (0.24) 


La résolution de ce système’nous donne a;,j = 1,...,N, et nous 


permet par conséquent de déterminer la fonction ux — Ÿ a;: 


que l’on prendra pour approximation de uw (x) et que l’on appellera 
solution approchée du problème variationnel posé, ainsi que du der- 
nier problème compte tenu de son lien avec (0.12), (0.13). 
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À noter qu’on aurait pu arriver au système (0.24) par une autre 
voie. Cherchons une approximation de uw (x) sous la forme u,. (x) — 
N 
= Ÿ a; (x), où les constantes a; se déterminent à partir de la 
i=1 


condition d’orthogonalité du résidu ry (x) = — Ex + qun — f (x) 


et de chaque fonction de base y; (x), c'est-à-dire à partir des équations 


[ (- PE + quy —f) qidz= =0, i=1, ...,N, 
0 


qui peuvent être mises sous la forme 


2 


On) 


1 
d? : 
(— _ pags) ad = | fou ds, i=1, ..., N, 
0 


LT 
Il 
ah 


ou, puisque 


Op 


( — 5) p, dem | 291 Pi Gr, | (0.25) 
0 


sous la forme 


{ 1 
d . 
3 Î(É dpt tan) ads = |iqudz i—1,...,N. (0.26) 
2 | 


Donc, en projetant le résidu r, (x) sur les fonctions de base o, et en 
égalant les résultats obtenus à zéro, on est de nouveau conduit au 
système (0.24) dont la résolution nous donne la solution approchée 
N 
un(z) = D) aœq;(x) du problème posé. 
=! 
La deuxième méthode de résolution approchée se généralise de 
la manière suivante. Soit le problème (0.20). Cherchons une solution 
N 


approchée sous la forme ux = > a;p;. Déterminons les coefficients 
= 


1—= 
a; à partir de la condition d'’orthogonalité du résidu rx (x) — 
— Au, — fet de certaines fonctions de base ;, en général distinctes 
de m;, c'est-à-dire à partir des conditions 


1 


| (Aun—NY;dz=0, j=1, …, N, (0.27) 
0 
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ou, ce qui revient au même, à partir du système d'équations 
N 


1 
Dalt(-$ +am)dr= | fydz, j=1, ..., N. (0.28) 
0 0 


i=1 


LS 


Le système (0.28) s'obtient donc par projection de r, (x) sur la 
base {,}. Si l’on convient que Ÿ; = q:, et que l’on tienne compte 
de (0.25), on sera de nouveau conduit au système (0.26). Donc, l’algo- 
rithme de résolution approchée du problème basée sur la construc- 
tion du système (0.28) généralise l'algorithme de minimisation de la 
fonctionnelle J (u). Cet algorithme est fondé sur la projection du 


résidu rx (x) = Aux — f, où ux = Ÿ a;p;, sur chaque fonction 


i=1 

+, et l’égalisation du résultat à zéro. Comme un tel algorithme n'est. 
pas directement lié à la minimisation d’une fonctionnelle, il serait 
plus correct de l'appeler algorithme projectif. Comme déjà signalé, 
Si d; —= qs, les systèmes (0.26) et (0.28) sont confondus et donnent 
lieu à un même algorithme, mais dans des formes différentes : varia- 
tionnelle et projective. Pour fixer les idées, on le traitera ici comme 
une méthode variationnelle de résolution approchée du problème 
(0.21) ou (0.12), (0.13). C’est un représentant des méthodes variation- 
nelles de résolution approchée du problème posé. 

Ces méthodes variationnelles permettent pour un nombre W 
peu élevé d'obtenir des approximations u, douées d’une précision 
satisfaisante ; ces méthodes mettent souvent en jeu des fonctions de 
base æ; dont le support est confondu avec le domaine tout entier de 
définition de la solution du problème. Un exemple de telles fonctions 
pour le problème (0.12), (0.13) nous est fourni par les fonctions 
(zx) = 2 — z),i —1,..., N. En choisissant les fonctions de. 
base de cette forme, on a obtenu une matrice du système (0.24) 


A1, À 4» . ee Ain 


dense (c'est-à-dire dont les éléments À;; étaient presque tous non 
nuls) et, par suite, il était difficile de résoudre le système (0.24) déjà 
pour V = 4, 5, 6 sans une calculatrice. On voit donc que les mé- 
thodes variationnelles et de projection étaient depuis longtemps 
appliquées à la résolution de problèmes de physique mathématique 


relativement faciles, mais les approximations uy = D a; étaient 


i= 
souvent imprécises, car le nombre V ne pouvait être choisi assez 
grand. 
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A partir des années 950 les techniques du calcul ont fait un bond 
spectaculaire. Si la mémoire et la rapidité des calculatrices n’avaient 
pas encore atteint le niveau requis pour résoudre efficacement des 
systèmes de type (0.24) pour de grands , elles permettaient du 
moins d'obtenir des solutions assez exactes par une autre méthode : 
la méthode des différences. Pour comprendre l’une des raisons de cette 
situation, considérons cette méthode pour le problème (0.12), (0.13) 
avec qg — 4. Introduisons sur l'intervalle [0, 1] une collection de 
nœuds, par exemple z; = ih,i —0,1,...,N,h = A/N, et écrivons 
l'équation (0.12) aux points zx: 


2 
— Sr (a) +u (si) =f(x), i=1, ..., N—1. (0.29) 
Soit l égalité 
D (z;) —_ HE) GENE E ED Le, (h), (0.30) 


où e, (h) est une petite quantité qui tend vers 0 avec k —+ 0. En por- 
tant (0.30) dans (0.29) et en tenant compte de (0.13), on obtient le 
système d'égalités 


_ . 2 _ + 
GER EN Ein) Lu (2) = f (ri) + es (X), 


(0.31) 
u(r)=u(zny)—=0, i—=1, ..., N—1. 


En négligeant les e, (k) dans (0.31), on est conduit au système 


—U;_ 2u; — + 1 
HU be Lu f(x), i — À, .….) N, (0.32) 


Up =Uun =0, 


dont la solution a des composantes uv; voisines de vw (x;) pour les petits 
e;. Donc, la résolution du système (0.32) nous donne les valeurs 
approchées de la solution exacte du problème aux nœuds zx. 

Cette façon de construire le système (0.32) qui matriciellement 
(pour uo = un = 0) s'écrit 


CE 5 LE He 
+ @, f (æ2) 
. 2 [=|: (0.33) 
“77 [low] | f(ev) 
: 5 ttes] [Gen 


2=01526 
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traduit l’idée de la résolution approchée de nombreux problèmes 
par la méthode des différences. Bien que le système (0.33) soit d'ordre 
N — 1, où N'est bien plus grand que dans (0.24), les seuls éléments 
non nuls de sa matrice sont les éléments sous-, sur- et diagonaux. 
Il est évident que pour stocker de telles matrices, il faut une mémoire 
de bien moindre dimension (contrairement au cas du système (0.24)). 
D'autre part, des algorithmes économiques simples ont été élaborés 
pour résoudre des systèmes de type (0.33). On pouvait donc déjà 
avec des calculatrices peu puissantes résoudre des systèmes (0.32) 
d'ordre relativement élevé et obtenir des approximations assez bon- 
nes pour u (x;), i = 0, 1, 2, ..., N. Toutes ces circonstances ont 
constitué l’une des raisons pour lesquelles les méthodes des diffé- 
rences ont trouvé un champ d'application qui n’a cessé de]s’étendre 
avec le perfectionnement des calculatrices. 

Cependant les premiers inconvénients n'ont pas tardé'à se mani- 
fester. Ainsi, la diminution des quantités €; (h) au détriment d’autres 
relations plus précises en regard de (0.30) est susceptible de/conduire 
à un système d'équations à matrice non symétrique. Or, l’absence de 
symétrie peut entraîner d’autres difficultés durant la résolution 
numérique de tels systèmes. (Signalons que les méthodes variation- 
pelles nous conduisent en principe à un système à matrice symétrique 
si l’opérateur du problème initial est symétrique.) Par ailleurs, si 
l’on pose un problème multidimensionnel avec une frontière cur- 
viligne, alors il est manifeste que la construction d'expressions de la 
forme (0.30) au voisinage de la frontière n’est pas une tâche de tout 
repos. En outre, bien que l'opérateur du problème initial soit défini 
positif, celui du schéma aux différences risque de ne plus l'être. 
Supposons par exemple que dans le problème 


— ta f(x), 760, 1, (0.34) 
u (0)}=u(1) —0 (0.35) 


la fonction f (x) est assez dérivable et a est une constante =>0. 
Considérons sur le réseau x = ik, i=0,1,..., N,h—1/N, les 
approximations aux différences 


(x) = ED ED ED Le; (X), (0.36) 
2 aie M (an) 8 (53 He i(h), (0.37) 


où 81.4 (À), &e.; (R) —+ 0 avec hk. En utilisant (0.36), (0.37) on obtient 
le schéma aux différences suivant pour le problème (0.34), (0.35): 


uit Uin Le Mn _${(r)  j—1 N—1 
= , 9 en 3 
h L (0.38) 
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Il est immédiat de remarquer que si la constante a et le pas À du 
réseau sont tels que 2 << ha, alors la matrice du système (0.38) n’est 
visiblement pas définie positive, bien que l'opérateur du problème 
(0.34), (0.35) le soit. De là on déduit que l'approximation (0.37) 
laisse à désirer et qu'il faut faire appel à d’autres formules. On 
verra plus bas que cette situation ne se présente pas dans les algo- 
rithmes variationnels et projectifs. 

D'après ce qui précède, il semble payant de construire des algo- 
rithmes de résolution approchée qui, d'un côté, tiennent par leur 
forme des méthodes variationnelles ou de projection et en possèdent 
par conséquent les avantages, et, de l’autre, conduisent à des systè- 
mes d'équations identiques à ceux des méthodes des différences 
(c'est-à-dire à des systèmes dont les matrices ont quelques éléments 
seulement non nuls). Tels sont notamment les algorithmes de la 
méthode des éléments finis. 

Pour parvenir à ces algorithmes, il suffit de prendre pour base 
{q:} dans les méthodes variationnelles et de projection des fonctions 
à support borné, c'est-à-dire des fonctions non nulles uniquement sur 
une petite partie du domaine de définition de la solution cherchée. 
Considérons le problème (0.12), (0.13) avec q = 1. Introduisons sur 
[O, 1] le réseau x; = ih, i — 0,1,...,N,h = 1/N, et les fonctions 


Z—2;- 
—#— , TEJTis, il, 


1 
P: SD 7 Hi 1 zE]z,, Lis: (0.39) 


0, xzé]z;-,, Zitil ; i= 1, ... N—1A, 
que nous prendrons pour fonctions de base. Cherchons la solution 
approchée sous la forme 

N-1 
Un (z) = à ai (x), 


où les coefficients seront déterminés avec un algorithme variationnel. 
Dans le cas traité, on trouve ces coefficients à partir des conditions 
de minimisation de la fonctionnelle (0.11), c'est-à-dire à partir des 
équations 

N-1 


2 Au =fr i=1, ..., N—1. (0.40) 


La forme des fonctions de base nous permet de calculer sans peine 
les éléments A4, à, j = 1, ..., N — 1: 


2 & Du 
RTE; ii 

Meme, jeit it (0.44) 
0, [j— il > 1. 
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Le système (0.40) devient alors 


2 4 1 1 

RTE  —“#TE6 a; fi 
1 | 

TS & fa 


=|. |,(0.4 


rt sg [nv În-2 
1 1 F2 4 
te nrt6) lon] fn 


où f= \ foidz, i=1,..., N—1. 


0 

Donc, en se servant d’un algorithme variationnel avec des fonc- 
tions à support borné, on est conduit à un système d'équations 
(0.40) qui est un système d'équations aux différences, proche de celui 
de la méthode des différences. La matrice est aussi tridiagonale, donc 


favorable à une résolution numérique de (0.40). De plus, la matrice À 
sera symétrique, car la solution approchée est donnée par un algo- 
rithme variationnel. 

Considérons de nouveau le problème (0.34), (0.35) et montrons 
que sa résolution par la méthode des éléments finis conduit à un 
système dont la matrice sera nécessairement définie positive. Cher- 
chons la solution approchée à l’aide des fonctions (0.39) sous la forme 

N-1 
un (9) = © av: (a. (0.43) 


À noter que pour déterminer les coefficients a; on ne peut plus se 
servir du système (0.27) pour Ÿ; = Qi, car on a affaire à des expres- 
1 


dpi 
dx? 


sions de la forme | y dx = Ty, dans lesquelles entrent les 
0 

dérivées secondes de la fonction linéaire par morceaux m1. Si, malgré 

cela, on veut se servir du système (0.27), il faut passer à sa: forme 

« faible ». Pour cela il faut intégrer Z;,, par parties et ramener de Ia 

sorte le système (0.27) à la forme 


N—1 1 
Do] (re So) a 
0 
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ou, en écriture matricielle, 


Aa+ Ba =f, (0.45) 


1 
où a—(a,..., an), f= (1 -.., fn)" fi = | fpidz, 
0 


he CRE 
1 
TRI 
A = : 
1 
RE 
1 2 
: OR TRE L 
ss ; _ 
“ 2h 
Le 
2h 
Ba 
_ 1 
2h 
4 
5 0 


La matrice de ce système est définie posItiNe indépendamment des 
relations entre a et k. En effet, 


N-1 N-1 N-1 
DS | (A;5+ Bis) aa; — : > À 580 j > Amin D ai, 
» J= » J= i— 


à y Th 
Ain = FE — Sin? D de 0. 


Donc, la méthode des éléments finis respecte la définition positive 
de l'opérateur du problème. 

Ainsi, les algorithmes des éléments finis cumulent de nombreux 
avantages de la méthode variationnelle et de la méthode des diffé- 
rences. 

Signalons les autres aspects attrayants des méthodes des éléments 
finis. Les coefficients a; du système (0.40) admettent souvent une 
signification évidente. Par exemple, dans le problème posé, le 
coefficient a; est égal au produit de la valeur de la solution approchée 
au nœud z, par V À. Par ailleurs, les fonctions de base à support borné 
se révèlent facilement « adaptables » à la géométrie du domaine, ce 
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qui écarte une des difficultés rencontrées dans la méthode des diffé- 
rences. À noter, d'autre part, que si l’algorithme de projection et 
les fonctions de base sont convenablement choisis, le processus de 
construction de la solution se déroule « automatiquement ». Ce qui 
laisse supposer que la réalisation numérique des algorithmes par 
éléments finis peut être automatisée avec les calculateurs. 

Ces circonstances et d’autres expliquent l’engouement manifesté 
pour l’application des méthodes des éléments finis à la résolution 
d’un large éventail de problèmes de physique mathématique. 

À la lumière de ce qui précède, on constate que les méthodes des 
éléments finis se basent sur les méthodes de projection (y compris 
les méthodes variationnelles), ainsi que sur l’utilisation de fonctions 
à support borné de diverse nature qui sont largement appliquées en 
théorie des approximations. Aussi les deux prochains paragraphes 
seront-ils consacrés aux méthodes de projection et aux fonctions à 
support borné. On construira ensuite des schémas d'éléments finis 
pour les problèmes de physique mathématique. 


CHAPITRE PREMIER 


QUELQUES ALGORITHMES DE LA MÉTHODE 
DE PROJECTION 


$ 1. Schéma des algorithmes 


Soit dans un espace hilbertier H l'équation *) 
Lu = Au + Bu =}f, f EH, (1.1) 


où À et B sont des opérateurs linéaires (c’est-à-dire additifs et 

homogènes, mais, éventuellement, non bornés) de Æ dans 4, de 

domaines de définition respectifs D (A), D (B). On admet que 

D (4)= D (B) et que D (A) est dense dans 7. Soit, d'autre part, un 

opérateur À de domaine de définition D (Æ) = D (4). 
Considérons les fonctions de D (4) 


per, PE, .., pi, N=1,2, 


Désignons par A}, l'enveloppe linéaire des fonctions ff), i — 
= 4,..., N. On admettra que ces fonctions remplissent les con- 
ditions suivantes: 1) elles sont linéairement indépendantes pour 
tout IV ; 2) la suite de sous-espaces {A ,} est dense à la limite dans K, 
c'est-à-dire que pour toute fonction w € H on peut exhiber des 


éléments Un CHy, N =1,2,..., tels que 
Iu—urll=influ-wl<e(u, N), wEHx, 


où & (u, NV), qui tend vers 0 lorsque Ÿ —+ wo, est une estimation de 
l'erreur d'approximation. 
L'ensemble des fonctions pM , ..., @fŸ) satisfaisant les con- 


ditions ci-dessus sera appelé base dans’ H é et désigné par {pt\}. 
Les fonctions q(Ÿ seront dites fonctions de base. 

A noter que les fonctions de base dépendent de N et qu'en général 
pu Æ PV: pour Ni N;,. Toutefois il n’est pas exclu que cette 
dépendance soit violée. Tel est le cas pour les fonctions pi = L', 
i=1,...,N,N =1,2,... On a affaire ici à une ordinaire suite 


*) Dans la suite, on admettra (sauf mention expresse du contraire) que 
tous les espaces fonctionnels sont réels. 
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agrandie de fonctions de base. Comme fonctions de base q{N) dépen- 
dant de N on a les fonctions en escalier suivantes définies sur ]0, 1! 


2€, |; 


O, 2€ +, + i=1, ..,N, N—1,2, 


pi (2) = 


Pour alléger l'écriture on omettra dans la suite les indices W 
dans les notations des fonctions de base œ{") et des coefficients c{N) 


N 
des combinaisons vy = >) c{"œf") et on sous-entendra bien sûr 
=1 


la dépendance par rapport à N. 

Introduisons encore un système de fonctions de base que l’on 
désignera (compte tenu des remarques précédentes) par {w,} et qui 
n'est pas nécessairement confondu avec {p;,}. On suppose que toutes 
les fonctions de base w, appartiennent à l’ensemble D (K). 

: On cherchera les solutions approchées de l'équation (1.1) sous la 
orme 


N 
Un — À di®;; (1.2) 


ges coefficients a; se déduisent à partir du système d'équations *) 
(Aun + Bun — f, Kwy;) = 0, A À  . N, (1.3) 


où (u, v) est le produit scalaire sur À muni de la norme || u || = 
= (u, u) "*. 

L'existence d’une solution du système (1.3) et la convergence de 
un vers u pour V —> © dans un sens quelconque dépendront du choix 
de X, {pi}, {ps} et des propriétés des opérateurs À et B. En jouant 
sur le choix de ces opérateurs et de ces bases, on peut obtenir d’in- 
nombrables méthodes classiques de résolution approchée de l’équa- 
tion (1.1). On considérera donc l’algorithme (1.3) comme algorithme 
modèle tout au long de ce chapitre. On étudiera plus bas certains de 
ces cas particuliers (notamment, la méthode de Ritz, de Boubnov- 
Galerkin etc.) dont l'exposé sera approfondi dans les paragraphes 
respectifs. 

Si l'exposé n'implique pas de représenter L sous la forme L = 
— À + B, convenons de considérer B comme un opérateur nul 
(opérateur d'annulation), c’est-à-dire que B = 6. Une telle situation 
peut se présenter lorsque par exemple on impose à L des contraintes 


*) Dans la suite, le système d'équations (1.3), obtenu lors de la résolution 
de l'équation (1.1) par un algorithme quelconque. sera appelé tout simplement 
du nom de cet algorithme, sous-entendant par l8 le processus même de construc- 
tion du système (1.3). 
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assez générales (par exemple, la seule existence de l'opérateur réci- 
proque L”?) ou, au contraire, des contraintes assez rigides (bermiti- 
cité, définition positive, etc. ). Ceci nous aidera, d'une part, à alléger 
un peu les notations et, de l’autre, à inclure les méthodes exposées 
dans un seul schéma (1.3) en commençant par les plus simples. 


$ 2. Méthode de Ritz 


2.1. Méthode classique de Ritz. Dans le problème (1.1) et l’algo- 
rithme (1.3), supposons que B = 6, K = J (opérateur identique), 
D: = V1, À est un opérateur défini "positif symétrique, c'est-à-dire 
(Au, v) = (u, Av), (Au, u) > Ÿ* || u |[?, où y > 0 est une constante, 
u, vE D (A). On se trouve ainsi confronté au problème 


Au =f, EH. (2.1) 


Sous ces conditions, l’algorithme (1.3) sera appelé méthode classique 
de Ritz; il se. compose des étapes suivantes : 

4) Choix d’une base {pi}, 1 E D (A), i = 1, ..., N, N — 
1 2 us 

2) Recherche d’une solution approchée sous la forme 


PE (2.2) 


Un — 


1142 


3) Détermination des coefficients a; à partir du système d'équa- 
tions 


(Aun, Qi) = (f, qi), i =1, ..., N, (2.3) 

ou, ce qui est équivalent, à partir du système 
Aa=f, (2.3"} 
où À est la matrice d'éléments Au = (Ami, g;h,a = (&,..., an), 


f = Gas ce. fn)Ts fi = , qi). 


Comme À est un opérateur défini positif et {qi}, un système 
a 

linéairement indépendant, alors pour vy = Ÿ b;p;,, b= (b,, ... 
= 1 


, bn) 0=(0,...,0)" on a 


2—= 


(4b, b); — ÿ D Aijbiby= (Avon, vx) > WIlun [2 > 0, 


i=1 )= 1 


nl 


c'est-à-dire que À est une matrice définie positive, donc non dégéné- 
rée. Ainsi, le système (2.3) possède une solution unique a, ce qui nous 
donne une fonction unique uw, de la forme (2.2). 
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On peut obtenir une estimation à priori pour uw, : en multipliant 
les équations (2.3) par a; et en les sommant par rapport à ë, on trouve 
(Au », UN) — (Ÿ, un); or (Au », un) Z Ÿ° Î Un IF, donc ] Un II < 
< | (7, un) 1/+?. 

Estimons la quantité | (f, ux) | à l’aide de l'inégalité de Cauchy- 


Bouniakovski: [(u, v)|<Ilul|llvil, uw, v€ H. On a alors 
[G, un) | LH/IlIIun li et l’on obtient la majoration 
IPF SIF ALL (2.4) 


Pour présenter la méthode de Ritz on s’est servi de l’algorithme 
(1.3); cependant on sait que cette méthode repose sur la recherche 
du minimum d'une fonctionnelle quadratique de la forme 


F(u) = (Au, u) — 2 (u, f) (2.5) 


sur l’ensemble D (À) pris aussi pour ensemble de définition de F (u). 
On a le 


THÉORÈME 1 *). Pour qu'un élément us E D (A) minimise la 
fonctionnelle d'énergie F (u), il est nécessaire et suffisant que cet élément 
soit solution de l'équation Aus = f. Cet élément est unique. 

Ce théorème dit que le problème (2.1) et le problème de minimi- 
sation (2.5) sont équivalents. On peut donc formuler la méthode de 
Ritz de la manière suivante. Soit H,, l'enveloppe linéaire du système 
Pis - : -, Pr. Cherchons le minimum de la fonctionnelle F (u) sur H y, 
c'est-à-dire une fonction uw, € H, telle que 

F(ux)=minF(v), vEHy. (2.6) 

N 
Mais puisque v= Ÿ b;p,, alors F(uy)= min F(v), où 

i=1 b; 

N N 

FO)=F(, ..., bn) = à bib, (Aqr, pp —2 à b;U, qj). 
Pour trouver le minimum de la fonctionnelle F (v), on calcule ses 
dérivées par rapport à b,, puis on les égale à 0 **). On est conduit 
ainsi au système 


OF (v : 

0, i=1, .…., N, 
qui est visiblement équivalent à (2.3). Donc, pour la classe d’opé- 
rateurs envisagée, la méthode de Ritz dans la formulation (2.3) et 
dans la formulation de la minimisation de F (u) sur H, conduit à 
un même système d'équations pour la détermination des coefficients 
Œis i = 4, . 

*) On trouvera une démonstration de ce théorème dans [5]. 


**) L'opérateur À étant défini positif, on s'assure immédiatement que 
c'est bien le minimum et non pas le maximum de F(u,) que l’on cherche. 
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THÉORÈME 2 *). Si pour toute fonction u € D (A) on peut construire 
N 


une suite d'éléments Un = Ÿ ap EHx, N = 1,2,..., telle que 


— 


I| À (u — u. n)Il—> 0 pour N — oo, alors les solutions approchées u x 
convergent vers la solution exacte us de l'équation (2.1) pour N — oo 
et l’on a la majoration 


I üo — un || < c min || À (uo — ux) ||, 
ei 


oùc >0 est une constante ne dépendant pas de u, et de Un. 
DÉMONSTRATION. Utilisons la relation suivante, valable pour wo 
et une fonction quelconque v € D (A): 


(AÏ(to — L), Uo — V) = (Auo, uo) + (Av, v) — 2 (Auo, v) = 
= (Auo, uo) + (Av, v) — 2 (f, v) = F (v) + (Auo, uo) — 
— F(uo) + F(uo) = F(v) — F(uo) + 
+ 2 (Auo, Uo) — 2 (uo, f) = F'(v) — F (wo), 
donc, 
(A (uo — v}), uo — v) = F (v) — F (uo). 


Comme us minimise la fonctionnelle F (v) sur D (A) et un, la 
fonctionnelle F (v) sur Hy,on a 


(4 (uo — un), Uo — ux) = F(ux) — F (uo) < 
< F (vx) — F(uo) = (4 (uo — vx), Uuo — vx), 


< 


Un = >; Cip1 étant une fonction quelconque de H,. Donc, 


. 
e 
1= 


LA 


Y Il uo — un | < (À (uo — ux), Uo — ux) < 
< (À (uo — vw), Uo — Vn) KL || AT I À (uo — vx) ||, 


IL AT || 2 
Iuo—un IS ITA (uo— dy iP. 


Les coefficients c,;, i=1, ..., N, du développement v, — 
N 


= Ÿ c;9, étant arbitraires, on obtient l'assertion du théorème 
= 


en posant Un =Un. 
REMARQUE. Si l'on sait que 


N 
A(u— > cup) 


ii 


min 
ci 


Lelus, VN)—0, NV — 00, 


.*) À noter que les assertions du théorème peuvent étre renforcées ainsi 
qu'il résulte du n° 2.2 de ce paragraphe et de l'exemple 4 du 8& 3. 
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où € (uo, N)est une fonction donnée de W, alors le théorème 2 entraîne 
la majoration suivante de l'erreur *): || uo — un || & ce (uo, N). 
EXEMPLE {. Considérons le problème 


—+qu=f(x, z€]0, 1. 9>0, u(0)=u(1)—0, 


où g est une constante. Cherchons une solution approchée par la 
méthode de Ritz. Prenons pour fonctions de base les fonctions propres 
de l’opérateur À — —d*/dr* + q dont le domaine de définition 
D (A) est composé des fonctions w (x) continues sur [0, 1], possédant 
des dérivées secondes et satisfaisant les conditions aux limites u (0) — 
= u (1) = 0. 

Signalons préalablement que la valeur propre À; et la fonction 
propre y; correspondante qui est une solution non triviale du problè- 
me aux valeurs propres Ap; — Ai, sont Psal de la forme 
À = n° + q, y; (x) = sin inx, i = 1, 2, . 

SES la solution approchée uy sous la forme u N = 


=Ÿ a;p;(x), où a; se déduisent à partir du système de Ritz: 
i—= 


N 1 

3 a | (- 
(1) 

Les fonctions propres ; étant orthogonales dans L, (0, 1), la matrice 


de ce système est diagonale et l’on peut donc définir explicitement 
les coefficients a; : 


1 
Pi) Pa (2) dz = | f(z)o(x)dz, k=1,...,N. 


0 


= | f (x) sin inz dz, 


a; . in? + q 
0 


et trouver la solution approchée à l’aide de la formule: 


N 
Un > a; Sin inzt. 
1— 


2.2. Méthode de Ritz dans les espaces énergétiques. Le théorème 1 
établit l’équivalence des problèmes (2.1) et (2.5), mais il ne dit 
absolument rien de l'existence de la solution uo € D (A) de ces pro- 
blèmes. Au numéro 2.1 on a étudié la position classique du problème 
dans le cas où la solution de l'équation Au = f est une fonction 
appartenant à D (4). Il se trouve que la solution peut ne pas exister 
dans cette position. Elle existe en revanche dans un espace plus 


*) Dans la suite par c on désignera une constante commune pour l’expres- 
sion considérée et ne dépendant pas des fonctions étudiées. 
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large que D (4). Il est donc nécessaire de modifier la position du 
problème variationnel de minimisation de F (u) pour assurer l’exis- 
tence de la solution. 

Supposons que dans (2.1) l’opérateur À est symétrique, défini 
positif, de domaine de définition D (A) dense dans H. Munissons 
D (4) du produit scalaire et de la norme suivants: 


Lo, pl = (4, vw), [ol = Ip, pl”. (2.7) 


En complétant D (À) pour la norme introduite, on obtient un espace 
hilbertien complet H,4 appelé espace énergétique engendré par l’opé- 
rateur À. Toute fonction de D (A) appartient à H,, cependant la 
complémentation de D (A) peut faire apparaître des éléments n’ap- 
partenant pas à D (4) (c'est pourquoi le produit scalaire [p, 1] = 
= (A, ) n’a plus de sens pour des fonctions @, 1 € H\). 

Soit u € D (A); grâce à (2.7), on a 


F (u) = [u, ul — 2 (f, u). (2.8) 


Cette forme d'écriture permet d'étudier F (u) non seulement sur le 
domaine de définition de l'opérateur 4, mais aussi sur les éléments 
de l’espace énergétique H 4. Prolongeons donc la fonctionnelle (2.8) 
(en conservant la précédente notation F (u)) à l’espace À, tout entier 
et cherchons son minimum sur cet espace. [l est immédiat de prouver 
que dans cette position le problème variationnel admet toujours-une 
solution unique. En effet, l'opérateur À étant supposé défini positif, 
c'est-à-dire que (Au, u) = [u, ul] > y*[[u ||, u ED (4),y > 0, la 
complémentation de D (4) à H, respecte le signe de À de sorte que 
[u, ul] > y* || u |? pour tout élément u € H,. 
La fonctionnelle (f, u) est bornée dans H ,: 


GE, u)<I Fu lSN N  = c tur. 


Donc, en vertu du théorème de Riesz de représentation d’une fonction- 
nelle linéaire bornée dans un espace hilbertien, il existe un élément 
uo € HA défini de façon unique par f et tel que pour tout u € H, 
l'on ait (f, u) = [uo, ul. On peut alors représenter F (u) par 


F(u)=lu,u]J—2{(f,u) = Lu, ul — 2[u, us] = 
= [u — uol? — [uo}. (2.9) 


On voit sur (2.9) que la fonctionnelle F (u) atteint son minimum 
pour u = u, sur l’espace A ,. Comme déjà signalé, us est unique et 
appartient à H 4. Si uo € D (A), alors us est la solution classique du 
problème posé, c’est-à-dire que wo satisfait (2.1). Si uo € H4 mais 
wË D (A), on l'appelle solution distributionnelle (ou généralisée) de 
l'équation (2.1). | 
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Nous avons ainsi ramené le problème initial à la minimisation de 
la fonctionnelle (2.8) dans l’espace énergétique Æ,. Appliquons 
maintenant la méthode de Ritz à la résolution du dernier,problème 
variationnel et appelons-la pour la circonstance méthode de Ritz dans 
les espaces énergétiques ou encore méthode énergétique. 

Soient données des fonctions £{œ;} € H\4 linéairement indé- 
pendantes; désignons par H}x leur enveloppe linéaire. Supposons 
que la suite des sous-espaces {H x}, N = 1, 2, ..., est dense à la 
limite dans H 1, c’est-à-dire que pour toute fonction u[€ H . il existe 


des éléments DR EHyx, N =1,2,..., tels que 
Lu — un) =influ —wl<e(u, N)—+0, N—+ 00, w € Hy, (2.10) 
a w 


où e(u, N) sont les majorations de l’erreur d’approximation. La 
méthode de Ritz se formule maintenant comme suit : on demande un 
élément u, € H,4 minimisant F (u) sur H,. Cet algorithme se réalise 
comme suit : 

1) On se donne NV et {:}, qi E HA. 

2) On cherche la solution approchée sous la forme 

à @ 
Un = 2 aiPre (2.11) 


3) On détermine les coefficients a; à partir des conditions de 
minimisation de la fonctionnelle F (u ,), conditions qui nous ramè- 
nent au système d'équations 


2F (ex) _o, i—1, ...,N. 
da! 
Ce système peut être mis sous la forme 


Aa = fou Lux, quil = (f, qu), i—1,..., N, (2.12) 


où a = (&,..., an)T et f = (f4, . .- ., fn)T sont des vecteurs N-di- 
mensionnels et, de plus, 


fi = G, mi), (2.13) 


et À est la matrice de Gram du système {,} pour le produit scalaire 
de H,, d'éléments 


À: == [ps Pil 1 < ë, i< N. (2.14) 
Or Ass = Li, pyl = ps, pil = Az, donc À est symétrique et, en 
vertu de l’inégalité 


N 
à bi; F > 0 


N N 2 
Gb, = Ÿ Auibr= [> be | >v 
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pour b = (b1,..., bn) 5 0, la matrice À est aussi définie positive. 
Donc, le système (2.12) possède une solution unique a qui définit 
un seul élément u, vérifiant l'inégalité [uxy] < || f ||/7°. 
REMARQUE. Si p; € D (A), alors À;; peut aussi être mis sous la 
forme À; = (Ai, p;). Si qi 6 D (A), cette représentation est géné- 
ralement mise en défaut et l'on a (2.14). 
KOn a l’assertion suivante. 


THÉORÊME 3. Si la suite de sous-espaces {H x} est dense à la limite 
dans H ,, alors les solutions approchées u, de la méthode de Ritz con- 
vergent pour N —+ oo vers la solution: distributionnelle us pour le 
métrique de l'espace H ,. 

DÉMONSTRATION. Donnons deux démonstrations de ce théorème 
qui sont souvent utilisées pour la convergence de la méthode de Ritz. 

1) Toute fonction uy minimise F (u) sur H,y, donc, en ertu de 
(2.9), pour un wE Hy,,ona; 


Lo — uxf = Flux) — F (uo) LFE(w) HF (mo) = [us— w. 
Comme w est arbitraire, on obtient en tenant compte de (2.10) 
[uo — un] & inf [uo — w] Lie (uo, N), wEHX, (2.15) 


où e (uo, N)—> 0 pour N —+ co. 
2) Ecrivons les identités suivantes pour wo et un: 


[uo, qi) = (f, Pi); [u y, qi] = (; Pi): i=1,..., N. 
En retranchant la seconde relation dei la première, on obtient 
N 
[uo — un, pil = 0,i —14,...,N. Donc, [uo — un, à cigil = 0, 
is 


c; étant des constantes arbitraires, ou, ce qui revient au même 
(ce; = dj — a; et d; sont arbitraires), 
N 
[Uo— Un: Uo— ux] = [uo— Un, uo— > dipil. 


po] 
= 


L'inégalité de Cauch y-Bouniakovski appliquée au second membre 
nous donne 


N 
u— un [uo— uy] [us — 2 d,q;l, 


N 
Lu — un] K[uy— à dipil. 
Les d; étant arbitraires, on a 
N 
Wo—un]<influ— 2 dipil<e (us N), 
i Le à 


où e (uo, N)—+ 0 pour N —- co. Ce qui prouve le théorème. 
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EXEMPLE 2. Posons le problème de l'exemple 1 dans l’espace 
H = L,; (0,1). Trouvons la forme du produit scalaire et de la norme 
de l’espace énergétique H 4 engendré par l'opérateur À. 

Signalons préalablement que l'opérateur À = —d*/dr? + q est 
symétrique : 


1 
du dv 


(Au, v) = | (— _ +qu) vaz= | (55 +quw) dx ={u, Av), 
0 


On, 


u, VE D(À). 


Pour prouver que l'opérateur À est défini positif, on se servira 
de l'inégalité 


1 1 
2 1 du |? 
ul, s = ju dsz (|, 
0 0 


qui est valable pour toute fonction u (x) satisfaisant les conditions 
u (0) = O0 (ou u (1) = 0) et || du/dz ||z, << co. En effet, on a ici 


(= (dr, WIR Vi (fer, 
| e ; : 4 5 
ju (2) 2<z | EE “dx, | dr + | _— “dx 
0 0 0 


donc 


u ||Le 
IAE on 


Soit uw (x) une fonction He de D (4). La dernière iné- 
galité nous donne 


(Au, o=| (a+ FE F) az 


>2|lu 
Le yÀ Il u [eco 1, 


ce qui signifie que À est défini positif. 


La symétrie et la définition positive de l’opérateur À nous per- 
mettent de munir D (A) du produit scalaire 


1 
fu, v]= (Au, »)= | (5 +auv) ds 
0 
et de la norme 


(u]= lu, u]*= it EE 
0 


+ qu?) dz) pe 
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En complétant D (A) pour la norme, c'est-à-dire en lui ajoutant 
l'ensemble des points limites de toutes les suites {u,} € D (4) 
convergentes pour la norme [-], on obtient un espace énergétique 
H, muni du produit scalaire et de la norme suivants: 


| 
[u, =) (SP +qu) ds, [u]=iu, uj#2, 


À noter que dans l’exemple considéré, la condition u (x) € D (4) 
exprime que la fonction uw (x) doit posséder une dérivée seconde 
appartenant à L, (0, 1). Si l’on exige que u (x) € H1, c’est qu'on 
exprime que uw (x) ne possède qu'une dérivée première appartenant 
à L: (0, 1). Ceci montre que l’espace Æ, est bien plus large que D (A). 

Si maintenant l’on cherche la solution approchée par la méthode 
de Ritz dans l’espace énergétique À, en prenant pour fonctions de 
base les fonctions w, = sin Ænzx, # = 1,...,N, alors pour la déter- 
mination des coefficients a;, à = 4, ..., N, on obtient le système 

N 


Ë Grlu Pal= Of, pa), Et, N. 


En remarquant que les fonctions de base sont orthogonales dans 
l'espace H,: [o;, œxl = ((ikn? + q)/2) 6» (ôx est le symbole de 
Kronecker), on trouve immédiatement la solution de ce système : 


ax = (7, pa)/lqn, pal = 2, pr)/(E?n? + 9), 
et la solution approchée s'écrit : 


un = > a sinknz. 
k=1 


2.3. Conditions aux limites naturelles et essentielles. Exemples. 
Penchons-nous sur un problème important pour l'application de la 
méthode de Ritz: la définition des conditions aux limites essentielles 
et naturelles *). L'appartenance d’un élément u au domaine de défi- 
nition D (A) d'un opérateur À exprime souvent que u satisfait des 
conditions aux limites Tu = 0, k = 1, , K (T,; est un opérateur 
désignant la k-ième condition aux limites). ‘La complémentation de 
D (4) pour la norme [-] peut faire apparaître dans H 4 des éléments 
qui ne satisferont pas toutes les conditions Ti,u = 0. Si H, contient 
des éléments ne vérifiant pas une des conditions Tu = 0, alors 
cette condition aux limites est dite naturelle pour l'opérateur À. 
Une condition aux limites satisfaite aussi bien par les éléments de 
D (4) que de FH, s'appelle essentielle. 


| a les conditions aux limites naturelles, - voir également l'exemple 
ü 2 


3—01526 
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Il est important dans la pratique de savoir différencier les con- 
ditions aux limites : en effet, les fonctions de base {p;} ne doivent 
pas nécessairement satisfaire des conditions aux limites naturelles, 
puisqu'il suffit de les emprunter à l’espace énergétique (et pas forcé- 
ment à D (4)). Cette circonstance facilite considérablement le choix 
de ; dans la résolution de nombreux problèmes pratiques importants, 
notamment dans le cas d’un domaine multidimensionnel dont la 
frontière est de forme compliquée. Signalons que si les conditions aux 
limites sont essentielles, le problème de la construction de , les 
satisfaisant reste posé. 

Indiquons un moyen qui nous permettra, pour un problème con- 
cret, de dire si une condition aux limites est naturelle ou non. Consi- 
dérons le problème de minimisation d’une fonctionnelle F (u) et 
supposons qu'il existe une fonction us réalisant ce minimum sur une 
classe de fonctions ne vérifiant pas en général cette condition. 
L'outil du calcul variationnel nous permet de trouver les conditions 
nécessaires de réalisation du minimum de F (u) par wo. Si la con- 
dition aux limites envisagée en fait partie, alors elle est naturelle. 

Citons enfin un critère (sans le prouver) permettant de distinguer 
les conditions aux limites naturelles des essentielles, valable pour 
de nombreux problèmes aux limites. Supposons que dans (2.1) l’opé- 
rateur À est différentiel, d'ordre 2m et satisfait une condition aux 
limites homogène de la forme T,;u — 0. Cette condition sera naturelle 
si l'expression de 7',u contient des dérivées de u d'ordre >m (Tu peut 
contenir des dérivées de u d'ordre <<m ainsi que la fonction w elle- 
même avec des poids divers). Si T,u ne contient pas de dérivées de uw 
d'ordre =>m, alors la condition T,u = 0 est essentielle. 

EXEMPLE 3. Dans le problème 
D =f(), 26€]0, 1, fEL:(0, 1) 


dr? 


Tiu=u(0) =0, Tu = + our =0, o>0, 


d’après le critère prescrit la condition Tu = 0 est essentielle et 
Tu = 0, naturelle. En effet, l’opérateur différentiel d‘u/dr* est 
d'ordre 2m = 2 pour m = 1 et la condition Tu = u (0) = 0 est 
essentielle puisqu'elle ne renferme pas de dérivées de uw d'ordre 
m — 1 —0. La condition T,u = 0 est naturelle, vu que T,u = 
— du/dx + ou renferme la dérivée première de w dont l'ordre est 
m — 4 — 0. A noter que T,u contient un terme ou qui ne viole pas 
le fait que la condition T,u = 0 est naturelle. 
EXEMPLE 4. Considérons le problème 


—" p(a) +a(u(s)=f(s, z€]0, il, 


“(= (41)=0, pa&>0, 9(>0, 
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où p (x) etg(x) sont des fonctions bornées suffisamment différentia- 
bles. Etudier les propriétés différentielles des fonctions de l’espace 
énergétique engendré par l’opérateur du problème et définir les con- 
ditions aux limites qu'elles doivent nécessairement satisfaire (les 
conditions essentielles) et celles qu’elles ne le peuvent pas (les con- 
ditions naturelles). 

Mettons ce problème sous la forme opératorielle suivante : 


Au =f, fEH = L, (0, 1), 
où 
Au= — + px) +q(ru, 


D (4)={u: u EW2(0, 1), u(0) = S (1)=0}, 


où W2 (0, 1) est l’espace hilbertien des fonctions muni du produit 
scalaire 


1 
… d'u dv du dv 
(u, )wg _ | dr? dr? arr dr dx a +w) dx 
0 
et de la norme [|u||,2= (u, u)ÿ/5. 
L'opérateur À est His. puisque 


(Au, v)— (? (a) + q (2) uv) de = (Av, u); 


comme p (x)et q (x) > 0, l'opérateur À est défini positif. La symétrie 
et la définition positive nous permettent de munir D (A) du produit 
scalaire 


i 
du d 
[u, v]— | (p + quo) dz 
0 
et de la norme 
[u] = [u, uj'A. 


En complétant D (A) pour la métrique [-], on obtient l’espace éner- 
gétique H,. 

Voyons maintenant les questions posées dans cet exemple. 1) Les 
fonctions p (x) et qg (x) étant =>0, pour tout élément uE H4ona 


Cou Îlwyg < [u] ce llu Îluyg Co 4 > 0, 
où W, = W; (0, 1) est un espace hilbertien muni du produit scalaire 
Î 
= | (Se uv) ds 
0 


g* 
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et de la norme 


1 
lu y = (ue oui = (| 


Donc, si u € H\, alors u € W', c'est-à-dire que toute fonction de 
l’espace énergétique est de carré sommable avec sa dérivée. 
Etablissons une inégalité qui nous sera utile pour la suite. Soit 
u(z)E H,; alors u (rx) E W:'. Ecrivons l'identité 
x 


u (z)= | dz" +u(z'), zx, z'E[0, 1]. 


dz” 


F+lupe) à)”. 


x’ 


L'inégalité de Cauchy-Bouniakovski nous donne 


1 
mecierreV | 
0 


| 
(a <2 | 
0 
En intégrant la dernière relation par rapport à x’, on trouve 
i : 1 
ue? (| ar+2 (lu()ie ds, 
0 0 
lu (z)I<cllull,. 
La fonction u(x) EIV1(0, 1) étant continue et 


du |? ; 
20 (ar+ lu (z')|, 


* dr +2 [u (z')|2. 


du 
dx 


du 
dz 


F 1 
lu(z)—u(zx)] = | | D dy|<1z "102 { 
0 


x’ 


9 


dy) 1/2 < 


du 
dy 


Liz—zx'|/2|lu Îlygco, 1 > O0 pour |z—z’|—+>0, (2.16) 
z, z'E[0, 1], on obtient l’inégalité 
lu fcro. 13 < RULA lu (x) <c lu wo, 1° (2.17) 


où la constante c ne dépend pas de u (x). 

2) Montrons que toute fonction u € H, vérifie la condition 
u (0) = 0, condition qui, par conséquent, est essentielle. Considé- 
rons à cet effet une suite {um}, um € D (A) convergeant vers u pour la 
norme [+] (cette suite existe visiblement par construction de H,) 
et écrivons (2.17) pour la différence (u — um): 


max [u(z)—u,(x)| <éllu —u;ll,4. 
xE([0,1]) 
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Or [|u — um ||w: > 0 pour m— 0, de sorte qu’en tout point 
x E (0, 1], on a [u(rz) —um(z) | — 0, m —+ o. Donc, 
| u (0) — um (0) | = | u (0) | —- 0 pour m—+ co, c'est-à-dire 


u (0) = 0. 
3) Montrons que la condition 


du 
+ (1) = 0 


est naturelle. Il suffit pour cela de trouver au moins une fonction 
de À, qui ne satisfasse pas cette condition. Supposons pour simplifier 
que p = 1, q = 1. Considérons la suite de fonctions 


—1+22/2— 2x pour æ€[0, 1—1/n}], 
În CE An + ont +cnz?— 2, pour zE]1—1/n, 1], 
h— 1: 2; 9, 3:35: 
OÙ An = —1 + n/2 + 1/(2n), b, = —n — 1, c, = (1 + n)/2. Les 
solutions du problème 


d’un 


dzi +un=fh(z), 0 


un (0) = De (4)=0 
se déterminent explicitement et sont de 
la forme —2xz + 1°/2 pour x E [0, 1 — 
— 4/n]jet a, + b,z + c,\x° pour x € ]1 — 
— {/n, 1] (fig.-1). Fig. 1 
La suite {u, (r)} converge pour la 
métrique [-] vers la fonction u (x) = 1°/2 — 2x. En effet, 


un (1)-0 


unie | Een “d lu— un?) dx — 
0 
= À (fre) de 
1—1/n 


Or pour x E ]1 — {/r, 1[ on a | du/dr |— |zx—2| 2, | du,/dr | — 
= [d, + 2x | <2, [u(r) |<2 [uw | 2, donc [u — ul < 


< clin —+ 0,n —+ co. D'autre part, = (1) = —1, alors que cn (1) = 


= (. 
On a ainsi trouvé une fonction u (x) de H, qui ne satisfait pas la 


condition e (1) = 0, mais qui est la limite d'éléments de D (4) la 
vérifiant. Par suite, cette condition est naturelle. 
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4) En conclusion de cet exemple, illustrons l'application des 
critères formulés ci-dessus. L’un d'eux est d’application élémentaire : 


l'opérateur À — —+ P _ + q étant du second ordre, on a 2m = 2 


pour m = 1. La condition aux limites u (0) = 0 contient la dérivée 
d'ordre zéro, c’est-à-dire qu'elle est d'ordre m — 1 = 0; donc, cette 


condition est! essentielle. La condition _ (1) = 0 renferme une déri- 


vée d'ordre 1 > m — 1 = 0, donc, elle est naturelle. 
Considérons le deuxième critère. On remarquera que la fonction- 
nelle de Ritz s'écrit ici 


1 


F(u)= | (el 


) dz , uEH,. 


Supposons qu'il existe une fonction uw (x) € H, réalisant le minimum 
de cette fonctionnelle. Nous n'exigeons pas que : = (1) = 0. Suppo- 


sons par souci de simplicité que > ee € L; (0, 1) ee se prouve sans 


peine pour le problème posé) et f E La (0, 1). Vu que u minimise 
F (u), la première variation de la fonctionnelle, soit 


ôF(u, n)=F(u+an)las 1€ Has 
est nulle. On a 


| 
ÔF(u, n=2 | (pe Ÿ+qun—fn) dr —0. 


0 


Les fonctions p (x), q (x) et u (x) étant par hypothèse différentiables, 
on peut intégrer cette relation par parties et obtenir 


x=0 ]= 0: 


x=1  Pd = 1 
De là on déduit ei u _ est solution des équations 
Es SE + qu = f(x), z€]0,11, 
du (4) 0, 


puisque n (x) est arbitraire, n (0) = 0 et p (x) > 0 (la condition 
u (0) = 0 est RER satisfaite). Ainsi, les deux équations 


(2.18) 


8 2] MÊTHODE DE RITZ 39 


(2.18) sont des conditions nécessaires de minimisation de F (u) par 
une fonction u (x) € H,. La première est l’équation différentielle 
fondamentale du problème, la deuxième, une condition aux limites. 
Cette condition est donc naturelle et la solution u (x) (sous réserve 
qu'elle soit dérivable) la satisfait nécessairement. 

EXEMPLE 5. Supposons que dans l’exemple ci-dessus la fonction 
p (x) est affectée d’une discontinuité de première espèce en un point 
zo € J0, 1. Le problème se pose maintenant dans les termes suivants: 
on demande une fonction w (x) satisfaisant presque partout l'équation 


Au= — © pr) SE +q(x)u=f (2), 
zE]0, fl, zE]zo, 1[, fE L:, 
et les conditions 
(0) = (1)=0, u(r9—0)= 2 (70 +0), 
(P%) (&o—0)= (pe) (ro + 0). 


Laquelle des deux dernières conditions (qui sont dites conditions de 
conjugaison) est essentielle, et laquelle, naturelle ? 

Prenons pour domaine de définition D (4) de l'opérateur À du 
problème (2.19) l’ensemble 


(2.19) 


D(4)={u: SE L,(0, 1), 5 pe € La (0, 50), 5 PS € Laos À), 
u(0)= 5 (1)=0, (PS) (z—0)= (p LE) (x +0)}. 


Munissons cet ensemble de la norme 


= (| (e[Sf + aiuis) de)" 


0 


Complétons ensuite D (A) pour la norme [-], c’est-à-dire ajoutons à 
D (4) les points limites de toutes les suites {u,} € D (4) con- 
vergentes pour la norme [-]. On obtient ainsi un espace énergétique 
H 1 de même structure que dans l'exemple précédent. Les fonctions 
u de 1 étant continues (ceci résulte de (2.17)), elles satisfont la 
condition uw (z9 — 0) = u (xo + 0) qui, par conséquent, est une 
condition essentielle. Si maintenant l’on suppose que H, contient 
un élément u (x) minimisant la fonctionnelle de Ritz (cette fonction- 
nelle est de la même forme que dans l’exemple précédent), alors en 
calculant la première variation et en l’égalant à zéro, on obtient les 
conditions nécessaires suivantes de minimisation de la fonctionnelle 

__ 26 
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de Ritz par la fonction u (x): 


—p+au=f, 26]0, æl 21% 10, 
D (0=0, (PS) (&—0)= (PS) (&0+ 0). 


Donc, la deuxième condition de conjugaison est naturelle et, par 

suite, en résolvant ce problème par la méthode énergétique, on peut 

prendre des fonctions de base ne satisfaisant pas cette condition. 
EXEMPLE 6. Soit l’équation 


2 2 
sn Rouge tela)u=f(s), (2.20) 
i=i ji 


OÙ x = (21, ze) E Q, domaine borné de R° de frontière 9Q continü- 
ment différentiable. Supposons que les coefficients a; (x) sont conti- 


nüment dérivables dans Q = Q + 9Q et a;y = ay; et que le coef- 


ficient a (x) est >0, continu et borné dans (2. Supposons enfin que 
max |f(x) | << oo et que l’équation est elliptique, c'est-à-dire 


xeg 
que pour tout vecteur & — (8:, &.) non nulon a 


2 2 
2 a;3 (x) ÉiË > Vo À Ei, 


quel que soit x € Q, u, est une constante =>0 ne dépendant ni de z 
ni de €. 
Si à l'équation (2.20) on adjoint la condition de Dirichlet 


on obtient le problème de Dirichlet (2.20), (2.21) qui consiste à trouver 
une fonction u (x) continue dans , possédant des dérivées secondes 
continues dans Q et satisfaisant pour presque tous les z € Q l'équa- 
tion (2.20) et la condition (2.21). 
Si la condition (2.24) est remplacée par 

) 

20 Lo = (2.22) 
où la dérivée du/60N suivant la conormale se définit comme suit: 

2 
) ) 
= à diy (4) 38 cos (n, Ti) 
i, j=4 

n étant le vecteur unitaire de la normale extérieure à 6Q, on a alors 
affaire au problème de Neumann (2.20), (2.22): trouver une fonction 
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u (x) continüment dérivable dans (2, possédant des dérivées secondes. 
continues dans et vérifiant pour presque tous les z € Q l’équation 
(2.20) et la condition (2.22). 

De façon analogue, dans le problème aux limites miste, la solution 
de l’équation (2.20) doit vérifier la condition 


ou 
3N + ou 50 = 0» (2.23) 


où g(x) > 0 est une fonction définie sur dQ. 

Supposons qu’on demande de déterminer les espaces énergétiques. 
des problèmes (2.20), (2.21) et (2.20), (2.22) et d’indiquer la nature 
des conditions aux limites. 

Avant de répondre à ces questions, signalons que la formule: 
d'intégration par parties 


| UV (x) dr= — {u 3e d2+ | uvcos(n,z;)ds, (2.24) 
Q Q 


où 7» est le vecteur unitaire de la normale extérieure à 6Q et les 

formules de Green qui se déduisent facilement de (2.24) jouent un 

rôle important dans les problèmes reliés à l’équation (2.20) (ainsi 

qu'à beaucoup d'autres équations de physique mathématique). 
Première formule de Green: 


| v Lu dr = S | TL CLR PES 


0x7; OTh 
Q {, Remi Q 


où 


m m 
9 ou 
Lu=—5 Y Fa 4h37 + 4@u, 


i=1 ki 
Ou e du 
(73 
ON — D Œin Ja cos (nr, æi), = (2, . -, Zn). 
ieR=i 


Deuxième sé de Green : 


| u Lu dr = S fense 2 az ne LE (2.26): 
0 “te, 7 a 


Troisième formule de Green : 


(v Lu—u is À (uv) dz. (2.27, 
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{Il est entendu que les fonctions de (2.24) à (2.27) et la frontière 0Q 
sont assez différentiables.) 
Désignons par D (4) le Le de définition de l'opérateur 


au=— > S 2 EPA HI 3z; - — + au, 


4=1 j=1 


et incluons dans ce domaine les fonctions continues et bicontinü- 

ment dérivables dans Q et satisfaisant la condition (2.21). Alors 

le problème (2.20), (2.24) s'écrit sous forme d’une seule équation: 
Au =f, fE€ H, 


où H = L, (Q) est un espace hilbertien muni du produit scalaire 


(a, v)=(u, v)zan = | u (a)v(2) dx 
Q 
et de la norme 


da 1/2 
Iull= lu lire =(u, u)= (| lultdz) 
a 


La formule (2.25) nous permet, compte tenu de (2.21), de prouver 
sans peine que l'opérateur À est symétrique: 


(49, v)= | Av dz= 
Q 
= [D eut) 3 +atopt) dr (p, Ab), +, pED (AN 
Q i,j=1 
Comme a(z)>0, on a 


(49, P)>Mo > | (TZ FES J dx + a(z)pdz 2% 11e |, 
i=i Q 


Où ÿ >> 0. Le problème posé peut donc être résolu par la méthode de 
Ritz. L'espace énergétique A, est muni ici du produit scalaire et de 
la norme suivants: 


a 


L, = || > 


Q ER 


w1=[ | 5 AURA Fe L + a (x) @?) de |". 


Q te 1=1 


La condition de Dirichlet (2.21) est essentielle en vertu d'un 
critère de distinction des conditions aux limites. La fonctionnelle à 


me + a (x) pv) dx, 
(2.28) 
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minimiser est de la forme 


9 


F(u) = > a; j (x) 2 + au? — 2uf) dx. (2.29) 


à ER OZ} 
Q i,3=1 


Si l'on veut minimiser la fonctionnelle F (u) sur des fonctions de la 
N 


formeux = >) ax (x), il faut nécessairement prendre des fonctions 


de base telles que w; = 0 sur 9Q, c'est-à-dire des fonctions qui satis- 
font une condition aux limites essentielle. 

Considérons le problème de Neumann (2.20), (2.22). L'opérateur 
À est encore symétrique et défini positif. L'espace énergétique cor- 
respondant est muni d'un produit scalaire et d’une norme de la forme 
(2.28) comme dans le problème de Dirichlet. Mais les fonctions de A, 
peuvent ici ne pas satisfaire la condition (2.22) qui, par conséquent, 
est naturelle (cf. exemple 4). Si donc on minimise une fonctionnelle 
F (u) (de forme (2.29)), on peut prendre des fonctions de base qui 
ne satisfont pas la condition (2.22). 

Les espaces énergétiques sont donc différents dans les problèmes 
examinés. Dans le premier d’entre eux, les fonctions de À, satisfont 
la condition (2.21), alors que dans le second, elles peuvent ne pas 
satisfaire la condition (2.22). Nous verrons dans les chapitres ulté- 
rieurs que ceci est essentiel lors de l’approximation des solutions de 
ces problèmes et de la réalisation numérique de l'algorithme tout 
entier. 


$ 3. Méthode de Boubnov-Galerkin 


Le défaut majeur de la méthode de Ritz est qu’elle n’est applicable 
qu'aux équations dont les opérateurs sont symétriques et définis 
positifs. Ceci n'est pas le cas de la méthode de Boubnov-Galerkin 
(appelée parfois simplement méthode de Galerkin). Faisons une 
remarque avant de passer à sa description. 

Comme déjà signalé au $ 1, il faut distinguer le cas où les fonctions 
de base {p,} ne dépendent pas de W et celui où elles en dépendent. 
Dans le premier cas, les sous-espaces AH, qui: sont les enveloppes 
linéaires de {p;}, N = 1, 2, ..., sont justiciables de l'inclusion 
HCH, <= H,=... Dans le second, en général, QE Z£ ve) 
pour V, = N, et cette inclusion peut ne pas avoir lieu. Le choix 
de la base est important dans l'étude des problèmes d'existence 
d'une solution, de convergence, etc. Ainsi, le théorème 1 plus bas 
(de même que les théorèmes des $$ 5, 6) se démontre pour le cas où 
Hi € H, pour i << k. Si les bases considérées ne jouissent pas de 
cette propriété, alors dans de nombreux cas, on se sert des démons- 
trations effectuées dans l'exemple 2 de ce paragraphe, le théorème 2 
du $ 7 (en étudiant la méthode de projection) et dans le $ 10. 
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3.1.Cas d’un opérateur de partie principale auto-adjointe. Suppo- 
sons que dans le schéma modèle: XÀ = 17, q; =, L=A+B 
est un opérateur linéaire qui n’est pas forcément symétrique, borné 
et défini positif. L'équation s'écrit alors 


Lu = Au + Bu:=f, fEH. (3.1) 


On se penchera uniquement sur le cas où À, partie principale de Z, 
est un opérateur auto-adjoint défini positif. Introduisons comme au 
$ 2 l’espace énergétique H, engendré par l’opérateur À, muni du 
produit scalaire [u, v] et de la norme [u] — es u}/2, Multiplions 
(3.1) scalairement par une fonction v € D (A). On obtient alors les 
relations 


(Au, v) + (Bu, v) = (f, v), (3.2) 
[u, uv] + (Bu, v) = (f, v) (3.3) 


qui sont satisfaites par la solution du problème. L'égalité (3.3) 
permet de poser le problème en termes de distribution. 

DÉFINITION. On appellera solution distributionnelle de l'équation 
(3.1) une fonction u € H, satisfaisant la relation (3.3) pour tout 
vE H,. 

Supposons qu'il existe une telle solution. Si, sous cette con- 
dition, u € D (A), alors la relation [u, v] — (Au, v) entraîne 
(Au + Bu — f, v) = 0. Comme D (A) est par hypothèse dense dans 
H, il en sera de même de H,. Donc, la dernière relation nous permet 
de conclure que w est solution de (3.1). 

Passons maintenant à la résolution du problème posé par la 
méthode de Boubnov-Galerkin : 

1) Choisissons dans À, des fonctions de base {œ,} (il suffit ici 
que œ; appartiennent à H, et non à D (4À)). 

2) Cherchons une solution uw, sous la forme 


N 
Uy= 2; a; (3.4) 

im! 
3) Définissons les coefficients a; à partir du système d'équations 


[u x, qi] + (Bu y; qi) Fe (f, Pa), Ii l,;.. .) N, (3.5) 
ou sous la forme matricielle 


La = Î, (3.6) 
où L = (Liy), se = (qi, pl + (By, pr), à = (ai, . .., an), f = 
UV, 2:40, 28 1 = (f, qu). La détermination de a; à partir de 


(3.6) permet de ‘trouver la solution (3.4). 
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THÉOREME 1 [63]. Supposons que (3.1) possède une seule solution 
distributionnelle et que l'opérateur T — A”!B est complètement continu 
dans H,. Supposons par ailleurs que la suite de sous-espaces H,, 
enveloppes linéaires de fi}, est dense à la limite dans H,. Sous 
ces conditions, la méthode de Boubnov-Galerkin nous donne une seule 
approximation un. La suite u, converge vers la solution distribution- 
nelle u pour la norme de H,. 

DÉMONSTRATION. Mettons (3.3) sous la forme 


[u, v] + (44”*Bu, v)=(f,v), Lu, vl + [4 Bu, v] = (f, v). 
L'opérateur À étant défini positif, on a [uf? > y’||u ||?, u € H,, 
y > 0; donc, pour tout v E H, 


IG, fol oct, = 


Le théorème de Riesz de représentation d’une fonctionnelle linéai- 
re bornée dans un espace hilbertien nous dit qu’il existe un élément 
unique f € H\4 (on remarque immédiatement que f’ — A”!f) tel que 
(f, v) = [f", vl. Par suite, 


{u, vo] + [Tu, v] = [f’, vi, (3.7) 


où 7 = A”ÏB, c'est-à-dire que la solution distributionnelle du 
problème est solution de l'équation u + Tu = f’ considérée dans 
H ,, l'opérateur T étant complètement continu. Signalons par ailleurs 
que (3.5) peut être mis sous la forme 


[u na Qil + [Tu »s qil = [f”, ils i = Â, . + 6; N. (3.8) 


Si l’on désigne par {y} le système obtenu par orthonormalisation 
de {p,} pour une Æ,-métrique (avec la normalisation [oil = 1), 


Le) 


alors u peut être mis sous la forme u = D cp, c; = [u, pl, cette 
i 


série étant convergente dans À, et les coefficients ci déterminables à 
partir des équations 


O=tu+ Tu, 0, Pl=c+ D cr lTon Pil—{f, Gil 
1-1, 2,5. 
c'est-à-dire à partir du système 
” Ci +2 VasC = b,, li — 1, 2, …. (3.9) 


où Yy=(TPy Pl dif, Pl=(, Pi). 
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Outre (3.9), considérons le système tronqué 


N 
a+ vu =, i=1,...,N. (3.10) 
L'opérateur T étant complètement continu dans H, et le pro- 
blème (3.1) admettant une solution unique, il existe un W, tel 
que pour NN, le système (3.10) admet une solution unique 
c'N) Te is cKy7 (une démonstration de ce fait est accessible, 
par exemple, dans [29]). À noter que le vecteur ctM—(c$"), 


CN 0-2 0)° converge vers la solution du système (3.9) 


= (c 


D. D 11/2 de 
pour la {métrique |lclh, =( > a)”. Ce qui signifie que la fonc- 
1 


N 
tion u(N) = Y cp, converge vers la solution du problème pour 
i=1 


la métrique [-]. Montrons que uN—u,y. Remarquons, à cet 
effet, que le processus d’oithogonalisation de {,} nous donne 


ze j 
p= à BP; B Æ 0, j=1, Mis. 


où les coefficients B;, forment une matrice triangulaire inférieure 
B — (Br), c'est-à-dire que B;; = 0 pour i> j, i, j = 1, ..., N. 


Agissons sur les deux membres de (3.6) avec la matrice B et mettons 
le système sous la forme 


(BLBT) (PT) a = Bf. (3.11) 


En vertu des relations 
N N N N 
BLBy=Z UT 2: Bsn [Pr Pal + à Bis À Bin IT Qu Pal = 
N N N N 
[D Bupn D BraPrl + [TD Bupr Di BraPal = 
i=1 k=1 = 1 k=1 
= (Qu PH IT Pi = Gi + Ta Pal 


A N CS 
(Bf); = à Bis (f, ps) =(f, Pi) = bu, 


les systèmes (3.10), (3.11) sont identiques (c'est-à-dire que les matri- 
ces et vecteurs des seconds membres sont confondus). De là on déduit 
que (3.6), de même que (3.10), possède une solution unique et, de 
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plus, “à a = AN) et a = BTeiN). Mais alors 


N N 
UN Ÿ a = À ox Bsics) œ 2 Cy à BriDi = 
N 


j N n 
— > CJ à BDs À 83py = UM. 
J=1 i= 1 ER | 


Or ceci prouve que uN) = y} converge vers la solution exacte pour 
la métrique [-]. 

REMARQUES. 1) Siles conditions du théorème 1 sont remplies, une 
analyse plus fine permet de prouver les majorations suivantes [20] : 


N N 
min [u— 2 al lun —ul<(1 +en) min[u— à cpl, (3.12) 


C}; 1= i 1= 


où En —> O0 pour N —+ oo. 

2) Dans la méthode de Boubnov-Galerkin modifiée, on peut prendre 
des fonctions de base (comme dans la méthode de Ritz) ne satisfaisant 
pas de conditions aux limites si celles-ci sont naturelles. 

EXEMPLE 1. Considérons le problème 


d? d 
— + +qu=f(s), zEMO0, Îff, 9>0, 
u (0) = u (1) =0, 
ou, dans la forme opératorielle, 
Au + Bu = f, 


où Au — —du/dx*, Bu = duldx + qu, H = L, (0, 4), D (4) est 
un ensemble de fonctions bicontinüment dérivables sur JO, 1[ véri- 


fiant les conditions aux limites. Ici H1 = W: est un espace hilber- 
tien de fonctions de W: (0, 1) vérifiant les conditions initiales de 


(3.13) 


(3.13). L'espace W: (0, 1) est muni des mêmes produit scalaire et 
norme que W, (0, 4) : 


1 1 
Cu, in = | (aa +uv) de, ul, = (| (& 


Comme 


] dx) Fo 


1 
(Au, u)+(Bu, u)= | (| Jdz>vllulr, v>0, 
0 


(3.44) 
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le problème (3.13) admet une solution distributionnelle unique dans 
H ,. L'opérateur L — À + B n'étant pas symétrique, on ne peut se 
servir de la méthode de Ritz pour résoudre le problème (3.13), en 
revanche, toutes les conditions sont réunies pour employer la mé- 
thode de Boubnov-Galerkin. Pour fonctions de base ;, on peut 
prendre les fonctions propres ; = sin inx de l'opérateur Au = 
— —duldr*, u (0) = u (1) = 0. On sait que le système {p;} est 


complet dans W:. Par ailleurs, on a prouvé que l'opérateur À”!B 
est complètement continu dans H 4 [29]. Donc, toutes les conditions 
du théorème 1 sont remplies et les solutions approchées obtenues 
par la méthode de Boubnov-Galerkin convergeront vers la solution 
exacte pour Ÿ —+ co. Ces solutions sont de la forme 


Un = 2 a; sin inz, 


où a; se déduisent à partir du système (3.6) qui s'écrit 


La = f, (3.15) 


=(Z 13); f=(f1s 1 fn)", 


(2 dj PACA U 


Li, — dz 


Pi+ api9) dz, 


CL à 


1 


= (f, pi) = | 1 (x) ps \) dx. 
0 


EXEMPLE 2. Soient C (0, 1) et C2 (0, 1) respectivement les espaces 
des fonctions continues et des fonctions bicontinüment dérivables 
sur JO, 1[, munis des normes 


diu 
dz! 


[Fu Tlcco, 1 = De u(z)|, [lullxzxeo. »= 2 | C0: 4) 

Supposons que la fonction f (x) de (3.13) est un élément de C (0, 1). 

Alors u (x) € C2) (0, 1) pour g (x) E C (0, 1). Estimons sous cette 

condition la vitesse de convergence des solutions approchées u, 

de l’exemple 1 vers la solution exacte u (x) pour V —+ co. 
Signalons que u(x) satisfait l'égalité 


[u, v] + (Bu, v) =, De (3.16) 


pour tout v € H4, y compris pour v = p = sininr,i-1,...,N. 
D'autre part, 


lun, quil + (Bus qu) = G, qu), = 1,..., N. (3.17 
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De (3.16) et (3.17) il s'ensuit 
[lu — un, quil + (Bu —ux), qi) = 0, 


N N 
[u—ux, 2 pil+(B(u—ux), à Ci) =0 


quelles que soient les constantes c;. Considérons l'identité 


[lu —ux, u —un] +(B(u —ux), u —ux) — 


N N 
—=[u—uxy, (u—ux) — à cipil + (B (u—ux), (u —un)— 2 qi). 


(3.18) 


{qi} étant une base orthogonale dans À ,, on peut mettre la solution 


œ 


distributionnelle u (x) sous la forme u = >) u, sin inx et, de plus, 
= 


1 
1 
lu ls | ( 
0 


d'u |? 
+ 


du 
dx? dz 


f+iu le) dr = 


— D uf (ntit + ni. 1), (3.19) 


Prenons maintenant c; = u; — a; dans (3.18). Cette identité s'écrit 
alors 


[u —uxf + (B(u—ux), u —ux) — 
N N 
== [u —ux, u— D upl+(B (u —ux), u— à wiqi). 


Comme 


(B(u—ux), u—ux)+l{u—-ux]?>%[u—uxf?, 


N N 
[u—ux,u— Du,p,]<lu—ux][u— Du;y;l, 
4=1 =1 


N N 
| (B (u —ux), u— À qi) [co [u— ur] lu À u;p;], 


Be 


où co >>0, on obtient les inégalités 


N N 
v[u—un] <[u —ux] lu ul +cColu—ux] lu Dupil. 


4—01526 
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N N 
W—uyp<a[u—S uqi | = Ci D UP; — S «ml = 


ini im! 


© + O0 
9 
=... + _ Ci 2: 
=ci| », iQ | = D», uiizr. 
i=N+1 i=N+1 


En vertu de (3.19), il vient 


1  … 
S utin< LED >, uiitnt< 
dm N+1 i=N+1 
1 SN ani ie 1 
SE >, ui (itné+in2+ 1) < 
=N+1 


1 1 
<= 0 (qe): 


Donc, [u — un] < c/(N + 1). 

On constate qu'on peut appliquer avec succès la méthode dévelop- 
pée dans l’exemple 2 à l'étude de la convergence des solutions ap- 
prochées vers les solutions exactes et à l’estimation de la vitesse 
de SM Us dans la méthode de Boubnov-Galerkin. Si l’opéra- 
teur ZL = À + B est défini positif, le système (3.5) admettra auto- 
matiquement une solution unique. Aussi, dans l’algorithme de Boub- 
nov-Galerkin, l'existence de la solution et la convergence s’acquièrent- 
elles parfois assez facilement grâce aux propriétés spécifiques du 
problème considéré. 

Voici une formulation plus générale de la méthode développée 
dans l’exemple 2. 

THÉORÈME 2. Supposons que : 1) l'équation (3.1) possède une solution 
ra an unique u € H,; 2) La forme L(u, v) = Lu, v] + 

+ (Bu, v) est H ,-définie et H ,-bornée, c'est-à-dire que L (u, u) > 
> vi lu, |L(u, v) | < y lu] [vl, Yo, V1 = const; 3) la suite de 
ni {H »}, où EH, n est l” enveloppe linéaire des fonctions {qi}, 
= 1; ., NN, est dense à la limite dans H\,: 


N 
min [u— » Cipyl<e(u, N)—+0, N—oo, 
ct {=1 


où e (u, N°) est une estimation de l'erreur d’approzimation. Alors pour 
tout N fini, le système (3.6) admet une solution unique, la solution 
approchée u, converge vers u pour N —+ pour la métrique [*] et l’on 
a la majoration de l'erreur d'approximation 


[lu — url < ce (u, N). 
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DÉMONSTRATION. On établit sans peine que la matrice Z du système 
(3.6) est définie positive grâce à [uf? => y: [| u |, u € H,. En effet, 


N N N N 
à Lua=L(Dap, Dap)>vl> ap > 
4,71 ii mi Ep 


N 2 
2 419: 


pour c — (ca, - . ., CN) 5 O = (0,..., O)T. Donc, le système (3.6) 
possède une solution unique a = (a, ..., An) qui définit}à son 
N 


>YV > 0 


tour une seule solution approchée uxy = D} ay. Pour prouver la 
{mi 


convergence, écrivons les identités 


L (u, (73) — , Pi); L (uw; qu) En F, Qu); L (u — Un: qu) — 0, 
i=1,...,N, 


| 
L(u—un, u—un)=L(u—ux, u— À CiPu)s 


où cyy, à — 1, ..., N, sont des constantes arbitraires. La forme 

L (u, v) étant H ,-bornée et H,-définie, on a 

vlu —uxF<LL(u— ur u —ux) = 

N N 
— L(u—u,x, u — DELDES [u —ux] ju £ agi] 
N 
pur] Su TS cg]. 

1—= 

Les c; étant constants, il vient 

N 
min [u— 5 C; mi ]< <Âe (u, N)—0, N —+ 00. 
& Y5 


ci i=1 


[u—un] << 


Ce qui prouve le théorème. 

REMARQUE. Contrairement au théorème 1, le théorème 2 n’im- 
plique pas l'inclusion des sous-espaces A4, = HX,, pour N\ << N,, 
ce qui élargit son champ d'application. Il est notamment valable 
(sous réserve que soient remplies les autres conditions) pour les 
bases envisagées dans les chapitres suivants. 

3.2. Cas général de l’algorithme de Boubnov-Galerkin. Supposons 
comme au n° 3.1 que À = 7, ; = 14, mais que l'opérateur linéaire 
A (de même que ZL = À + B) n'est pas forcément symétrique, borné 
et défini positif. L’algorithme de Boubnov-Galerkin de résolution 
approchée de l’équation-(3.1) se décompose en les étapes suivantes : 


&® 
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1) On choisit les fonctions de base {qu}, i =1,..., N,mE€ 
€ D (4). 

2) On cherche la solution approchée sous la forme (3.4). 

3) On détermine les coefficients a; à partir de la condition 
d'orthogonalité du résidu Lun — f, et de m1, ..., @nw: 


| (Lun —f, p)=0, i=1,...,N, (3.20) 
ou 


N 
2 (Pis L) a = (f; Pi); i—1, 00 N. (3-21) 

Signalons que les équations (3.21) sont de même forme que les 
équations correspondantes de l'algorithme de Ritz (si p; € D (L)). 
Donc, si L est un opérateur symétrique défini positif, les méthodes 
de Boubnov-Galerkin et de Ritz se confondent. 

Désignons par AH} l'enveloppe linéaire du système fp;}, à = 
= 1,..., N, et par LH\, celle des fonctions {Læ;}. Notons que 
si l'équation sans second membre Lu = 0 n’admet que la solution 
triviale, alors les fonctions L@1, . . ., Lynn sont linéairement indé- 
pendantes. En effet, dans le cas contraire, il existerait des c1, . .. 


N N 
.., € non tous nuls et tels que à, c;Lp; = L ( 77) = (. 
ii i=1 


i= 
N 

Mais alors à cp; = 0 et c; = 0, i —1,..., N. Cette contradic- 
i=1 


tion prouve notre assertion. 

Introduisons la notion de L-complétude dont nous aurons besoin 
dans la suite. 

DÉFINITION. On dit qu’une suite de fonctions {@;},i=1,...,N, 
est L-complète si, quels que soient u € D (L) et e >> 0, on peut 
exhiber Di No = No(u, &) et des constantes c1, . .., cn, tels que 

0 
L(u—Ë am)|<« 

Pour définir le théorème de convergence, il nous faut introduire 
les notions d’orthoprojecteur et de projecteur. Soient M, un sous- 
espace fermé d’un espace hilbertien 4, M, l’orthocomplément de M1. 
On sait que tout élément u € H se représente d’une seule façon sous 
la forme u = u1 + ue, où ui € Mi, u2 E M,. Associons à tout élé- 
ment u son projeté sur W.. Cette application est un opérateur dans A. 
Désignons-la par P:. Par définition, P;u = u:1. L'opérateur P: 
s’appelle orthoprojecteur sur M1, u le projeté orthogonal de u sur M1. 
L'orthoprojecteur P;, jouit des propriétés suivantes: 1) P: est un 
opérateur linéaire auto-adjoint; 2) || P1|| = 1; 3) P? = P1. 

On dira qu’un opérateur P, défini sur À (ou sur une partie de H) 
est un projecteur sur Mi si: 1) Piu € Mi, c'est-à-dire PH = M: 
pour tout élément u € H; 2) P° = P1. 


——— 
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Considérons l'exemple suivant pour nous faire une idée de la 
structure d’un orthoprojecteur sur un sous-espace de dimension 
finie. 

EXEMPLE 3. Soient H}, un sous-espace de dimension finie d’un 
espace hilbertien H, @1, . .., @n une base de H,. Trouvons une 
expression qui définisse l’orthoprojecteur P , sur H,. La différence 
u — P,u est orthogonale dans H à toute fonction v € H,, c'est-à- 


N 


dire que (u — Pyu, v) = 0. Orv= À ciqi, où ci sont des coeffi- 


i=1 
cients arbitraires; donc, (u — Phu, œq;) = 0, i = 1, ..., N. Si 
N 


l'on écrit u1 = PNu sous la forme u1 = à E;q;, on obtient les 
i=1 


équations 
N N 
(u— > Es, qi)=0, ou 2 (ou ph, qu, i=1, ..., N. 


La matrice M — (Mis), Mis = (qi, ps), de ce système est une matrice 
de Gram qui est dégénérée. Donc, ce système possède une solution 
unique dont les composantes sont de la forme 


N 
=D (Mat gp et es N. 
De là on déduit une expression qui permet de définir P,;: 
N 
nt ne D : (Mis Cu, 5) Pi 


Signalons aussi que u1 = 0 si tous les coefficients &, sont nuls. Ce 


qui puisque M est dégénérée) nous conduit au système (u, pi) = 0, 
i = À, , N, qui exprime, par conséquent, que le projeté u1 = 
= Py u de l’ élément u est nul. 

REMARQUE. Soit P, un orthoprojecteur sur l'enveloppe linéaire 
H}y de fonctions {p;}. D’après ce qui a été dit dans l’exemple 3, on 
peut mettre l'équation (3.20) sous la forme opératorielle : 

EPx (Lun — jf) = 0 ou Pxlux = Pxf, 
qui est souvent utilisée dans l’étude de la méthode de Boubnov- 
alerkin. 

Enonçons le théorème de convergence de l’algorithme (3.21). 
Soient P et PN’ des orthoprojecteurs sur H , et LH, respective- 
ment. Posons 

I PSvn Il 


vx ? 


Ty = min (5.22) 
ty 


où UN ELHx, Un 7 0. 
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THÉOREME 3. Supposons que : 1) tn >7T>0,où test une constante 
ne dépendant pas de N; 2) le système {qi} est L-complet. Alors la 
suite {Lun} converge vers Lu pour tout f € H; en outre, 


Mu Lune (1+ 1 PP (1 +2) 125 
(3.23) 


La démonstration de ce théorème est calquée sur celle de pro- 
positions analogues du $ 7, aussi l’omettrons-nous. 

COROLLAIRE. Si L admet un opérateur réciproque L”? borné, alorsu y 
converge vers u pour N —+ et l'on a la majoration 


lueur SI LAN (1 +) 1 PP. (8.24) 


I[llustrons ce qui vient d’être dit par un exemple simple. 
EXEMPLE 4. Supposons que le problème 


d? 
— ou =f (2), zE]0, 11, fEL:(0, 1), g>0, 
u (0) =u (1) =0, 
où g est une constante, se résolve par la méthode de Boubnov-Galer- 
kin avec les fonctions de base ; (zx) = sin inz, i = 1, , N. Si 


H', est l'enveloppe linéaire du système {:}, alors l'orthoprojecteur 
PN' sur H,y est de la forme 


N 


PSf= à Dur 13 (fs Ps) Pi = 2 Dre Pi) Pit 


Il est immédiat de remarquer que Tes P$' sur LH, 
enveloppe linéaire des fonctions Lo, = (ir? + g)sin inx, i = 
= 1, ..., NV, est de même structure: 


" 
P#i=2 2 (f, pipi = PR}. 


D'où Hy = LHy, Tu =1, T =1>0. Donc, le théorème 3 nous 
dit que le système d’équations de la méthode de Boubnov-Galerkin 
admet une solution unique (ce fait simple et évident est connu des 
exemples du $ 2) et, de plus, en vertu de (3.23), on a pour t = 1 


IL@u—-un = Nf— Lun IK21f — PF 1-0, N —+ 00, 


On voit donc que le résidu Lun — f converge vers 0, ce qui n’est 
pas du tout évident lorsqu'on étudie cet exemple par la méthode de 
Ritz. 

Récapitulons: 1) avec des fonctions de base convenablement 
choisies la méthode de Ritz permet d'acquérir non seulement la 
convergence des solutions approchées vers la solution exacte pour les 
métriques des espaces initial et énergétique, mais aussi la conver- 
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gence du résidu Lun — f vers 0; 2) si l'algorithme général de Boub- 
nov-Galerkin permet de minorer ty > &t >> 0 (ce qui n’est pas 
toujours facile), on peut alors établir la convergence pour une métri- 
que de type || u ||L = || Lu ||. Ainsi, dans l'exemple considéré, la 
norme || w ||: est équivalente à [|u[|w2 et la convergence 
| Lux —fl— 0, N — oo, à la convergence || u — ux [[wi—> 0, 
N — oo. En effet, 


Lux —fl8= 11 Lun — Lu |P=— 
2 Éue2 +0t0 = Lust 0) 


=| ru) f +29] Eur + 
+gillun—ulr>yllun—u Iliy2s 
[Lun — f IP té — u [las 


où y; —min(1, 2q, g)>0, y = max (1, 2q, ga). 

(A noter que les assertions du $ 2 et du n° 3.1 n'entraïînent pas 
en général la convergence de u,, vers u pour la métrique {|°{|w2.) 

En conclusion appliquons la méthode de Boubnov-Galerkin à 
la résolution d’un problème modèle dans lequel les conditions 
naturelles ont un sens autre que dans la méthode de Ritz du $ 2. 
L'exposé qui va suivre peut être généralisé à des problèmes plus 
compliqués de physique mathématique. 

EXEMPLE 5. Considérons le problème 


a +bu=f(z), zE]0,1[, fEL,(0,1)=H, a,b>0. (3.25) 
U (0) — 0, (3.26) 


et posons-le en termes de distributions. À cet effet, multiplions 
scalairement (3.25) dans Z, par une fonction v € W: (0,1)et intégrons 
par parties en tenant compte de la condition (3.26). On trouve 


—a (u, } + b (u, v)+ au (1) v (1)=(f, v). (3.27) 


Appelons solution distributionnelle une fonction u (x) vérifiant cette 
égalité pour tout v € WI et telle que || w |? + u° (1) < oc. A noter 
qu'on n’impose à u aucune condition autre que || w ||? + u°? (1) oo. 
On n'’exige pas notamment que la solution distributionnelle satis- 
fasse (3.26). 

Supposons qu'une fonction est solution distributionnelle. On 
démontre alors sans peine que || du/dx || < ©. Trouvons les con- 
ditions nécessaires pour que (3.27) ait lieu. A cet effet, intégrons 
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(3.27) par parties. On obtient 
(a + bu— f, v) + au (0) v (0) = 0. 


La fonction v € W: étant arbitraire, u (x) satisfait (3.26) et presque 
partout (3.25). Par analogie avec la méthode de Ritz, cette condition 
(qui est une condition nécessaire) peut être qualifiée de naturelle. 
Si l’on résout (3.25), (3.26) avec la méthode de Boubnov-Galerkin, 
on peut prendre des fonctions de base ne satisfaisant pas (3.26). 
Ceci n'’empêchera pas les solutions approchées u, de vérifier cette 
condition à la limite. Prouvons ceci pour (3.25), (3.26). Soit {mp}, 
i = 1,..., N, une base dans W: (0, 1). L’algorithme de Boubnov- 
Galerkin s'écrit 


71 diPi; (3.28) 


— au, SL) + (uv, pi) + aux (1) pi (1) = Cf, qu), 
i=1,..., N. (329) 


Signalons qu'il n'est pas nécessaire que les fonctions {p;} et ux 
satisfassent (3.26). On démontre sans peine que (3.29) admet une 
solution unique. Etudions la convergence de u , vers u pour V —+> co. 
Soit l'identité 


—a(u—un, Æ(u—ux)) +b(u—uy, u— un) +elu—uxl*(41)= 
= — 4 (u—uy, _- (u— u;)) +b(u— un, u—u;) + 
+a(u—un) (u— us) (1), 


N 


où u= à CP, C étant des coefficients quelconques. On en dé- 


duit immédiatement les relations suivantes : 
+ (lu—un1*(4)+lu—ux18(0)) +bllu—ux |P= 
= —4 (u—ux, —— (u—u;)) +b(u— un, u—u;)+ 
La (uv) (un) (1) <ellu—u 11] un) |+ 
+bllu—uxllllu—u,;+alu—-ur|()lu—ux|(1)< 
<(+iu—ur(*()+blu-uxs)" x 


xe(lE eu [+te-ut+iu- un)". (6.30 
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Comme toute fonction v € W4 (0, 1) est telle que |v (1)| < ec || v Ihw4, 
il s'ensuit de (3.30) que 


Lune (1) + lu [2 (0) + 11e un PE 
<cllu—u;lfrx (3.31) 


Or u E Wk, donc en tenant compte de la densité de {p;} dans W# 
et en choisissant convenablement u,, on trouve 


+ (lu— uy|2(0)+lu—un[2(1))+bllu—ux [ff — 0, N—00. (3.32) 


D'où l'importante conclusion: la condition (3.26) est satisfaite 
à la limite pour N — oc, alors qu'elle ne l'est pas pour fini, 
autrement dit lim [uy—ul(0) = lim [ux (0) | = 0. 


N —= oo N — 0 


$ 4. Méthode des moindres carrés 


Supposons que B = 6, p; = ÿ; € D (4), K = À et que l’opéra- 
teur À admet un réciproque À “! borné. Le problème général devient 
alors 


Au=f, f€EH, (4.1) 


et l’algorithme (1.3) s'appelle méthode des moindres carrés. Elle 


consiste à 
1) Choisir des fonctions de base v; € D (4). 
2) Chercher la solution approchée u, sous la forme 


N 
Un = à d;P;. 
mi 


3) Déterminer les coefficients a; à partir du système d'équations 


(Au; Ai) = (f, Ai); i—1,..., N, (4.2) 
qui peut être mis sous la forme matricielle 
Aa = f, (4.3) 


oùa= (um, ..., an), f = (U, Aqu), --., (f, An), À = (Aus), 
À — (Ap:, Aj) = À ji, A = AT, d, ] —= 1: + 3 N. 
Le calcul des éléments de la matrice symétrique À et des compo- 
santes du vecteur jf, et la résolution du système (4.3) nous donnent 
N 


la solution approchée uxy = > ai 
i=1 
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Dans cet algorithme, la relation (4.2) est souvent déduite à partir 
de la condition de minimisation de la fonctionnelle du résidu 
J (u) = || Au — f | sur l'enveloppe linéaire du système {qi}. 

La fonction minimisant J (4) est une solution approchée du 
problème (4.1) par la méthode des moindres carrés. En effet, formons 


la fonction ux = ÿ,a; et choisissons les inconnues a; de telle 


1=1 
sorte que le résidu || Au, — f |? soit minimal. On remarquera que 


N N 
I Aun—fll= D axam(Apr APn)— D ax (Ar, f) — 
kR, masi ki 


N 
— Z em, Am)+( D (44 


En dérivant (4.4) par rapport à a», on obtient le système d'équa- 
tions 

N 
à ak (AP; Am) =. (A AP)» m — 1, .. N, (4.9) 
c'est-à-dire le système (4.2). La résolution du système (4.5) nous 
donne les coefficients a, qui minimiseront la fonctionnelle du résidu. 


LEMME 14. Si l'équation sans second membre Au = 0 n'admet 
que la solution triviale, alors les solutions approchées un peuvent 
être acquises par la méthode des moindres carrés pour tout N, et ces 
solutions sont uniques. 

DÉMONSTRATION. Supposons que Au = 0 n’admet que la solution 
triviale u — 0. On sait alors du précédent paragraphe que les fonc- 
tions A1, . . ., Awn sont linéairement indépendantes pour tout . 
Une condition nécessaire et suffisante d'indépendance linéaire du 
système fÿ,}, où 1, — A, est que le déterminant de Gram soit 
non nul: det ((b:, 7)) 0. Donc le déterminant du système (4.5) 
est non nul et ce système possède une solution unique pour tout . 

Etudions maintenant la convergence de u , vers u lorsque V —+ co. 


THÉORÈME 1. Les solutions un de la méthode des moindres carrés 
convergent vers la solution exacte u si la suite {p;} est A-complète 
et s’il existe une constante k telle que pour toute fonction u € D (4) 
l'on ait 


ul Æ I Au I. (4.6) 


DÉMONSTRATION. L'ensemble D (A) muni de la norme de l'espace 
H est un espace vectoriel normé qui est appliqué par À dans H 
et que l'on désignera par H ,. Il est classique en analyse fonctionnelle 
que si un opérateur linéaire À de Æ ,, espace vectoriel normé, dans À, 
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espace vectoriel normé, satisfait la condition (4.6) pour tout élé- 
ment u € H\, alors il admet un réciproque À -! borné linéaire et, 
de plus, || A? || & k [25]. Donc, en vertu du lemme 1, on peut 
construire les solutions approchées uw, pour tout V. D'autre part, 
le système {p;} étant A-complet, on peut pour e >> 0 donné exhiber 
des Vo (u, e), &1, - . ., an, tels que 


No 
Lu sam <+ 
j=1 


Cette inégalité reste en vigueur si l’on remplace &; par a; tirés 
de (4.5), puisque le premier membre devient alors minimal. Dans 
ce cas, pour V > Noona || Au — Au, || < e/ket de (4.6) il s'ensuit 
que |[u — uy || -< e, c'est-à-dire que u y —> u pour V —+ oc. Ce qui 
prouve le théorème. 

COROLLAIRE. Si les conditions du théorème À sont remplies, alors 


luw—ull<ÆkI A (un —u) | = Æ ll Aux — Au ||, 
ou 
lun —ull<Ækl Aux — fl. (4.7) 


De ce corollaire il s'ensuit que si uw, sont construites par la 
méthode des moindres carrés, alors la formule (4.7) nous renseigne 
sur l'erreur u — u, (on verra dans l'exemple 1 plus bas que cette 
formule peut fournir un résultat grossier). 

Signalons le lien entre la méthode des moindres carrés et celle 
de Ritz. En supposant que Au = f, f € D (A*), où A* est l’adjoint 
de À, et en agissant sur (4.1) avec A*, on obtient l'équation 


A*Au = A*f. (4.8) 


La solution (si elle existe) de cette équation minimise la fonction- 
nelle 
Ou) = (A*Au,u) — (u, A*f) — (A*f, u) = (Au, Au) — (Au, f) — 
— (, Au) + [if À — 1 FA = Au — ff — 1 f IF. 
Mais les fonctionnelles D (u) et J (u) = || Au — f ||* diffèrent entre 
elles par des termes constants, donc les problèmes de leur mini- 
misation sont équivalents. En conclusion, si les conditions du théo- 
rème 1 sont remplies, appliquer la méthode des moindres carrés 
à l'équation (4.1) revient à appliquer la méthode de Ritz à l’équa- 
tion (4.8) dans des espaces énergétiques. 

Indiquons maintenant les défauts et les avantages de la méthode 
des moindres carrés. Soit par exemple À un opérateur différentiel 
d'ordre m. Résoudre l'équation (4.1) par la méthode des moindres 
carrés revient en fait à résoudre (4.8) avec un opérateur d'ordre 2m 
par la méthode de Ritz. Un autre inconvénient réside dans Île fait 
que m E D (A) (outre les contraintes imposées à la dérivabilité de 
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1, ceci traduit la réalisation des conditions aux limites). L'avantage 
de cette méthode est que la seule condition posée à l’opérateur 4 
du problème est de posséder un réciproque A7! (qui est supposé 
borné). 


EXEMPLE 4. Soit à résoudre le problème 
—f(x), g=const > 0, 


par la méthode des moindres carrés en prenant pour fonctions de 
base fw;} les fonctions propres de l'opérateur Au — —d'uldr’, 


u (0) = u (1) = 0, c'est-à-dire que p; = sin inx. La solution appro- 
chée un est de la forme 
F- 
Uy—= > a;sininx, 


1 
L— 


où les a; se déduisent à partir du système (4.5). On a 


ZRE+ 2qiènt + q°) a; = (En + q) (f, sin ina), 


donc 
a, —2 (f, sin inz) 
<q 
Par suite, 


e (f, sin ixz) : 
. 2 rpg -sinénz. 

Ainsi pour ces re de base, les méthodes de Ritz, de Boub- 
nov-Galerkin et des moindres carrés conduisent au même résultat. 
La vitesse de convergence s’évalue ici de façon élémentaire. En 
effet, un calcul immédiat montre que 


2 . , sin inz)? 
lu—uylléso,n=2 > CRE 
i=N+1 


© 


2 
<a N+ 1) +9) | 2 (f, sininx)?, (4.10) 


ll Aun —f IP = 2 2 (f, sininz}?=e(N)—0, N—>o0. (4.11) 


En appliquant l'inégalité (4.7) à la majoration de l'erreur u — u y, 
on obtient ||u — un || < ke (N). En comparant ce résultat à (4.10), 
on constate que l’estimation acquise à l’aide de (4.7) est parfois 
plus grossière. 
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$ 5. Méthode des moindres carrés généralisée 
Considérons le problème (1.1): 
Au + Bu =}, fEH, (9.1) 


et supposons que dans (1.3) p; =: ED (A), K = À, B et À 
sont des opérateurs arbitraires, l'opérateur À étant inversible. 
L'algorithme de résolution approchée s’écrit 

N 


Un = 2 diPis (5.2) 
(Aux + Bunx—f, Ap;)=0, i=1,...,N, (5.3) 


et s'appelle méthode des moindres carrés généralisée. 

Formulons les conditions suffisantes de convergence de u, vers 
lajsolution exacte dans cet algorithme. Munissons D (4) du produit 
scalaire 


(u, v)a — (Au, Av), u,vE€D (4), 

et de la norme 

Iulla=(u, u)4°. 
En complétant D (A) pour la norme {|°||4, on obtient un espace 
hilbertien que l’on notera H,. L'équation (5.1) peut maintenant 
s'écrire 

u+Tu=f, f\=ATfED(A), T = ATB, (5.4) 
et les équations en u , peuvent être mises sous la forme équivalente : 
(u x», Pi) A + (Tu, Pi)A Ts (F1 PA» L — 1, 3 N. (5.5) 


THÉORÈME 1. Supposons que : 1) l'équation (5.1) admet une solution 
unique; 2) {pi} est complet dans H 1; 3) l'opérateur T = AB est 
complètement continu dans H ,. Sous ces conditions le système d'équa- 
tions approchées (5.3) admet une solution unique pour N assez grand 
et u, convergent vers u lorsque N —+ oo aussi bien pour la métrique 
de H que pour celle de H,. 

La démonstration de ce théorème qui est calquée sur celle du 
théorème 1, $ 3, est proposée à titre d'exercice. 

T* Au $ 10 on prouve un autre théorème de convergence de cet 
algorithme pour des fonctions de base données. 


$ 6. Méthode des moments généralisée 


Soit donnée dans un espace hilbertien H (supposé complexe) 
l'équation (1.1): 
Au + Bu =f, fECH. (6.1) 
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| Supposons dans (1.3) que @, = Yi € D (4) € D (K); l'opérateur 4 
est X-défini positif (ou défini positif au sens généralisé), c’est-à-dire 
(Au, Ku) > v Ilu |, (Au, Ku) > B° || Xu |f, 
où B et y sont des constantes =>0, u € D (A). L'’algorithme (1.3) 
s'appelle ici méthode des moments généralisée et consiste à 


1) Choisir un système de fonctions de base {mp} & D (4). 
2) Chercher la solution uw, sous la forme 


N 
Un = 2 a;®;. (6.2) 

3) Déterminer les coefficients a; à partir du système d’équations 
(Aun + Bun — f, Kpy) =0, j=1,...,N, (6.3) 


ou, ce qui revient au même, à partir du système 


N 
à ((Ap;, Ko) + (Bos Kpjai=(f, Kp;), j—=1,...,N. (6.4) 


Signalons tout d’abord qu'étant X-défini positif l'opérateur À 
admet un réciproque borné. En effet, les inégalités y° || u |? < 
< (Au, Ku) < || Au || || Xu || et || Ku || || Au [/B° entraînent 
lu IP | Au |F/(B%°). Les théorèmes de l'opérateur réciproque 
(cf. démonstration du théorème 1, $ 4) affirment l'existence de 
A”t et | A? || 1/(yB). L'opérateur À étant défini positif, le 
nombre (Au, Ku) est réel. Prouvons que 


(Au, Kv) = (Ku, Av) Vu,vED (4). (6.5) 

Considérons à cet effet u, v € D (A) et écrivons l'identité 
(4 (u + uv), K(u+v)) — (A (u—v), ÆK(u — v)) + i (4 (u + iv), 
K(u+iv)—i(A(u — iv), K(u — iv)) = 4 (Au, Kv), 
i = V —1, (6.6) 


et l'identité analogue en permutant À et X: 


(K (u + v), À (u + v)) — (K (u — v), À (u — v)) + 
Li(K(u +iv), A(u +iv))—i(K(u — iv), À (u — iv)) = 
— 4 (Ku, Av). (6.7) 
Or (Au, Ku) est réel, donc, en comparant les termes de (6.6) et de 
(6.7) en tenant compte des propriétés du produit scalaire, on cons- 


tate que les seconds membres de (6.6) et (6.7) sont confondus, c'est-à- 
dire qu’on a (6.5). 
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La relation (6.5) et le fait que À est X-défini positif sur D (4) 
nous permettent d’introduire le produit scalaire 


(u, v)x = (Au, Kv), u,vED (4), (6.8) 


et de faire de D (4) un espace hilbertien H, que l'on supposera 
complet *). Définissons une métrique dans FH; à l’aide de la rela- 
tion [lu |lk = (u, u). 
L'action de À -? sur les deux membres de (6.1) nous donne l’équa- 
tion 
u + Tu=fx, fi = 47, T = AB. (6.9) 


DÉFINITION. On dira qu’un élément u € H, est solution distribu- 
tionnelle de l’équation (6.1) s'il satisfait (6.9) dans l'espace H,, 
c'est-à-dire vérifie l'égalité 


(u, v)x + (Tu, vx = (fa v}k V v E H%. (6.10} 


Il est évident que si uw est solution de (6.1), alors il est solution 
distributionnelle (la réciproque n'est pas toujours vraie). 

Le système (6.4) peut s'écrire maintenant 

N 


à LP: Pix + (Ti, Pihrkl a; = (fs Ph) j=1,...,N, (6.11) 


ou 

N 

à [(@:s Pr + (By, Kpla=(f, Kp;), j—=1,...,N. (6.12) 
L'algorithme (6.12) peut être traité comme celui de la détermination 
de la solution distributionnelle approchée u x. 


THÉOREME 1. Supposons que l'équation (6.1) possède une solution 
distributionnelle unique et que l'opérateur T — AB est complètement 
continu dans H,. Alors: 1) il existe un N, entier tel que pour tout 
N > N, le système (6.12) admet une solution unique a; ; 2) les solutions 
approchées u convergent dans H,; (et dans H) vers la solution de l'équa- 
tion (6.1). 

DÉMONSTRATION. Désignons par {;} le système obtenu par ortho- 
gonalisation de {p;,} pour la métrique de l’espace A; avec la norma- 


lisation || Pi + = 1. La solution distributionnelle uw peut alors 
être mise sous la forme 


u= À CiPis Ci =(U, Qi)r: (6.13) 


*) S'il ne l’est pas, on peut le compléter par la procédure habituelle et 
le désigner par Hx- 
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la série étant convergente dans H} et les coefficients c, vérifiant le 
système 


O=(u+Tu, Gi 0, KO) =cs+ À (Ton ki Us, KO) 


c'est-à-dire le système 
Cj+ à CVis = 0j (6.14) 


OÙ Vij — (Te Pixs ds =, Kpj). 

Les systèmes (6.14) et (3.9) sont de forme PU et la démons- 
tration s'achève comme celle du théorème 1, $ 3 

A noter que l'opérateur T — A71B étant SUP posé complètement 
continu dans AH}, on a 


(Bey, Kg: | = |(Tes, quhx | CI Ps Ilx I Pa Îlk. 
En outre, 
FC Ko) | = lOr pl x 1 fa Ir [P; Îrk = 


= (, KATY | ps x < cs ll 


Donc, dans la méthode des moments généralisée on peut admettre 
que {p;} € HX (et pas à D (4)). Si donc l’on admet que les fonctions 
de base {;} sont denses dans A}, alors le théorème 1 reste en vigueur. 
Le système de détermination des coefficients a; sera de la forme (6.12) 
(et non pas (6.4)), et l'équation (6.1) se résout dans la forme distri- 
butionnelle (6.10). 


$ 7. Méthode de projection dans un espace hilbertien 


Dans ce paragraphe on expose la méthode de projection pour la 
résolution de l'équation 


Lu = Au + Bu =#f, fCH, (7.1) 


dans des espaces hilbertiens seulement. On démontrera plus bas 
que les algorithmes cités précédemment peuvent être traités comme 
des cas particuliers de la méthode de projection. 

Soit L un opérateur généralement non borné de À dans A possé- 
dant un réciproque L-? borné. Supposons que les ensembles de 
définition D (L) et de valeurs R (L) sont denses dans H. 

Considérons un système linéairement indépendant {ÿ;} dans H. 
Désignons par M}, les sous-espaces W-dimensionnels respectifs 
engendrés par {#;}. Supposons que la suite {M,} est dense à la 
limite dans H. Donnons-nous une suite de projecteurs P, de H 
sur l’espace respectif MA. Supposons ensuite que [PL |I|<c, 
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N =1,2,...(Les P, ne sont pas nécessairement des orthoprojec- 
teurs, c’est-à-dire qu’on exige seulement que P$4 = Py, PH — 
— M y. À noter, qu'il est utile de revoir la définition du projecteur, 
de l’orthoprojecteur et l'exemple 3 du $ 3 pour bien comprendre les 
raisonnements de ce paragraphe.) 

Considérons, d'autre part, un système linéairement indépendant 
{o:}, p: ED (L). Désignons par H, le sous-espace engendré par 
{o:} et par LH, l'enveloppe linéaire du système {Lp;}. Supposons 
que la suite de sous-espaces {LH ,} est partout dense dans X et 
que pour tout élément u € H 


Een (u, N) = infflu —uy || —+ 0, N — oo, un E LHY%. 
uv 


Cherchons la solution approchée du problème (7.1) sous la forme 
N 


Un — 2 aiPis (7.2) 

où a; se déterminent à partir de l’équation 
P xLux = P nf. (7.3) 
THÉORÈME 1 [20, 61]. Si pour tout N et pour tout élément v € LH, 
TÜul<HPwl, T7>0, (7.4) 


où la constante + ne dépend pas de N, alors l'équation (7.3) possède 
une solution unique ux. 


DÉMONSTRATION. Soit Lun = vy. Alors (7.3) s'écrit 
Pin —= P nf, UN € LH y. (7.5) 
Désignons par P Nn la restriction de P y à LH, c'est-à-dire que P N 


est un opérateur de domaine de définition LH, tel que P nl = 
= P,v pour v € LH. En vertu de (7.4) et du théorème de l’opéra- 


teur réciproque, l’opérateur P ,; admet un réciproque de 4 , sur LH, 
tel que || Pr | & 1/7. Il existe donc un élément unique v, — 


= PP nf satisfaisant (7.5). Par suite, uy, — L'lv, est le seul 
élément à vérifier (7.3). Ce que nous voulions. 


THÉORÈME 2. Si les conditions du théorème 1 sont remplies, alors 
N 
pour tout N il existe une solution approché un = D aipi et, de plus, 


i—1 
le résidu Lun — f tend vers O pour N —+ © et l’on a la majoration 
ef, N)< [Lux —fI<(+c/re(, N), (7.6) 
où e(f, N) = ne If —/fnlh fn E LH». 
N 


5—01526 
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DÉMONSTRATION. Soient u , une solution de (7.3) (celle-ci existe 
en vertu du théorème 1), vx = Lu, et f, un élément quelconque de 


LH \. Comme PAP nf n = În: on a 


Luy—f=vn—f= PHPyf —f = PHP y (f — fw) — (f — fn). 


D'où, compte tenu de la majoration || PyP, || & | P# III] Pr 1l< 
< c/t, l’on déduit 


Lux —fIISIPFP»x Nf— fn +f — fn 1 
<(+c)f— fil 


La convergence du résidu Lu, — f vers O et la majoration (7.6) 
résultent du fait que f, est un élément arbitraire de LH}, et que 
{LH ,;} sont denses dans }. 

COROLLAIRE.SifE R(L), alors un converge vers u pour N — © 
et l’on a la majoration de l'erreur 


fu—uxll = 1 LL (u—ux) IS NL NN Lu — Lux || = 
= [LI — Lun KI LT IC + cr) e (, N), 
c'est-à-dire que 
lu—unxI<ILTI( + c/rinfllf—-fnll, fx ELHx. (7) 
fn 


REMARQUE. Supposons que À, B et Æ sont des opérateurs satisfai- 
sant les conditions du $ 1 et que {w;} € D (4) est une base dans J. 
Considérons un système ÆX-dense de fonctions linéairement indé- 


pendantes {;} © D (K). Dans ce cas, le système {W; — Xw:;} est 
une base de . Supposons que dans (7.3) l’on ait adopté l'une des 
trois contraintes principales, savoir que P , est un orthoprojecteur. 
Dans ce cas, l’équation (7.3) équivaut au système d'équations 
(cf. exemple 3, $ 3) 


(Lun, Yi) = GE, bi, i=1,..., N, 
c'est-à-dire au système 
(Aux + Bu », Ki) — G;, Ki), L — 1, 7 N, 


qui, aux notations près, est confondu avec le système (1.3). Donc, 
si dans (7.3), l’opérateur P} est un orthoprojecteur (et pas seule- 
ment un projecteur sur M y), alors l’algorithme (1.3) est confondu 
avec (7.3), autrement dit, (1.3) est un cas particulier de la méthode 
de projection. 
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$S 8. Méthode de Galerkin-Pétrov 


Soient K = 17, pm; ED (4), W: EH, L = À + B un opérateur 
vérifiant les conditions du 8 7. Alors l'algorithme (1.3) s'appelle 
méthode de Galerkin-Pétrov. Dans le cas de l'équation 


Lu = Au + Bu =}f, f€H, (8.1) 


cette méthode consiste à 
1) Choisir deux bases, généralement distinctes, {p;} € D (4), 


{hi} € A. | 
2) Chercher la solution u, sous la forme 
N 
Un —= à di®:;. (8.2) 


3) Déterminer les coefficients a; à partir du système d'équations 
(Aun + Bux —f, db) =0, i=1,...,N. (8.3) 


Cette méthode est aussi un cas particulier de la méthode de 
projection décrite au $ 7. En effet, supposons que dans (7.3) l’opéra- 
teur P, est un orthoprojecteur sur My, enveloppe linéaire des 
fonctions f{#;}. Alors l'équation (7.3) est équivalente au système 
d'équations (Lun — f, ÿ:) = 0, i = 1, ..., N (cf. exemple 3, $ 3), 
c'est-à-dire au système (8.3). Donc, la méthode de Galerkin-Pétrov 
est un cas particulier de la méthode de projection considérée dans 
un espace hilbertien sous la condition que P, soit un orthoprojec- 
teur. En vertu de ceci, les théorèmes du $ 7 sont valables dans ce 
paragraphe. 

Considérons maintenant un système spécial de fonctions de base 
{;} dans la méthode de Galerkin-Pétrov (qui s'appelle alors méthode 
de subdivision du domaine). 

Soient H = L, (QG), où Q est un domaine d’un espace euclidien 
à m dimensions, À, l'enveloppe linéaire de {;}. La forme de la 
base {p;} est connue ici : subdivisons Q en N sous-domaines Q:,... 


N 
..., Qn tels que UQ; = Q, Q;, NQ; = 0 pour i £ j; désignons 
i=1 
par Ÿx (x), x ES la fonction caractéristique du domaine (, : 
+ 4; T EN, 
Li — 
Ye ( ) 0, zéQ.. 


Considérons les fonctions 


Va (x) = Ya(z), k=1, ..,N, (8.4) 


1 
mes (Q:) 
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et prenons pour M, le sous-espace qui est enveloppe linéaire du 
système {1}. Le système (8.3) est alors équivalent au système 


(Luy—f, D)=0, j=1, ..., N, (8.5) 
ou 
N 
D a | Loidz= | fdz, jt 5 Ne (8.6) 
i=1 2; Q; 


La convergence de la méthode de subdivision du domaine résulte 
aussi des propositions du $ 7. 
EXEMPLE 1. Soit le problème 


= f (2), xzE]O0, 1[, 


(8.7) 

u (0) = 0. 
Soient H = L, (0, 1), L = dldx, D (L) = {u: u E Wh, u (0) = 0}. 
Considérons sur ]0, 1[ le réseau x, = ih, i—=0,...#N, R = 


= 1/N, et prenons pour ®; et ; les fonctions 


T—ZT;- 
TZ. TEJzis til, 


Pi ie EH —., zE]zx:, Ti+: [, 
0, zré]zi, til, 
1 1, xE]z;., il, 
Ve Gr 0, cé]zi, mil, i=1, ..., N. 
La résolution de (8.7) par la méthode de subdivision du domaine 
nous donne 


N N : *} X} 
un= D mpix), D & (| Las) = | fb;dz, (8.8) 
i=1 i=1 ee | x) 


c’est-à-dire qu’on est conduit à un schéma aux différences classique: 


ou X{_1 
+] 
= 4 
a} = f; = > f dx, 1= À, . N (8.9) 
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Vérifions si les conditions des théorèmes du $ 7 sont satisfaites. [ci 


N N 
Hy= {v : w= Ÿ api}; LHy={v: v= =) Eu ÿ, ()}. 
i=1 


Pour vE LH, on a alors 


N 
ASE ff =D, vo > Et, 
2 


i=1 


Cherchons 


- 
ew=infll Paul = inf) MU, »ELHy, Ioll=1. 
? De 


Comme loir=Ÿ (a; —a;,)2/h, la condition ||[v||— { nous donne 


immédiatement pt N=—1, 2, ... Ce qui signifie que t = 
= 1 (cf. S7). 
La suite {LH} est dense à la limite dans L,. En effet, si 


N 
fE L,, alors pour fx € LHYy on peut prendre fx = > +, 
i=1 
#4 
OÙ f; — | az. Si zE]z;.,, zif, on a alors 
0 


#1 x x 


Phi 24 (| jar F fdr)=+ | fé; 
0 Frs 


0 


en supposant que df/dx € L, (0, 1), on obtient 


N ”} x: 
M—flP= > | (10-51 fa)dr) dr = 
pt Xi 
[(H | a] der)rarcu | [fa 
Ein, % x’ 0 


-1 i—1 
c'est-à-dire que 


If—fnl<ch—0, N—+ 00. 
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On a donc montré que toutes les conditions des théorèmes du 
$ 7 sont remplies et on a établi une majoration de la vitesse de 
convergence 


lu—uvlh, |] @—un], =]-$2), <o%. 


valable pour df/dx € L, (0, 1). 


$ 9. Problèmes liés au choix des fonctions de base 


On a vu aux paragraphes précédents que la base {;:}, outre le 
fait d’être linéairement indépendante, était soumise à d’autres 
contraintes qui variaient selon l'algorithme considéré. 

1. En principe {wp;} doit être dense ou A-complète dans l’espace 
considéré (problème de la densité de la base). 

2. Dans de nombreux algorithmes, les fonctions ; doivent 
appartenir au domaine de définition de l’opérateur À. Si l’on a affaire 
à des opérateurs de dérivation, cela revient à exiger non seulement 
que les œ; satisfassent à certaines conditions de dérivabilité, mais 
aussi aux conditions aux limites vérifiées par les fonctions de D (4) 
(problème de satisfaction des conditions aux limites). 

3. Le nombre de fonctions de base étant donné, il est logique de 
chercher à réduire l'erreur d’approximation. On obtient ceci en 
jouant sur le choix de {p;} (problème de minimisation de l'erreur 
d'approximation pour un nombre donné de fonctions de base). 

4. On peut réduire l'erreur d’approximation en augmentant le 
nombre des fonctions de base. Mais ceci conduit à des systèmes 
d'équations d’ordre élevé. Force est donc de choisir une base {p;} 
de telle sorte que la résolution de tels systèmes et l’algorithme de 
résolution approchée soient stables (problème de stabilité). 

Voyons quelques approches de la résolution de ces quatre problè- 
mes. 

9.1. Densité. 1. Supposons qu'on ait à analyser la densité de 
{p:} dans un espace H,. Soit M € H,4 un sous-espace dense dans 
H , dont les éléments sont doués de propriétés plus aisées à étudier 
(M sera dense dans H, si, par exemple, H, est la complétion de if 
pour la métrique ||-||; ,). Dans ce cas, on se sert souvent de la métho- 


de élémentaire suivante. On vérifie d’abord si {w;} est dense dans M. 
Si tel est le cas, alors {p;} est dense dans Æ,, puisque M l’est dans 
H,. Il est parfois relativement aisé d'évaluer l'erreur d’approxi- 
mation. Si, par exemple, l’on sait que pour u € H\1, on peut trouver 
un uw, € M tel que 


N 
lu —u, ll, <e, | Up à api Îln , Le 
= 
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(pour certains coefficients a;), alors 


N 
E — 2 a: Île, Ses +e=e, 


où € peut être pris pour estimation de l'erreur d'’approximation. 
2. Une autre approche d’étude de la densité consiste en ce qui 
suit. Supposons que À et B sont des opérateurs définis positifs 
symétriques. Si les espaces énergétiques À, et H, sont constitués 
des mêmes éléments, alors tout système {p;} dense dans A, est 
dense dans H}, et inversement. 
EXEMPLE 1. Considérons le problème 


Au = —< pr) +q(au= f(x), (9.1) 
u (0) =u(1)=0, (9.2) 


où po < P (x) < Ps 0 K Q (x) KL us Pos P1 1 > 0 et p (x) possède 
une dérivée bornée. Posons 


Bu — +, u (0) = u (1) = 0. (9.3) 


Les espaces H, et H, (leur procédé de construction est développé 
au $ 2) sont composés des mêmes éléments, à savoir, des fonctions 
telles que 

1 


Donc, un exemple de système dense dans À, est le système de 
fonctions propres {sin ixz} de l'opérateur B, dense dans H, que 
nous avons utilisé à plusieurs reprises. 

3. On peut enfin étudier directement l'approximation des élé- 
ments de A4 par un système linéairement indépendant f{w;}. Si 
l'on réussit à montrer que pour certains coefficients a; on a 


fdr<o, u(0)=u(1)=0. 


du 
dr 


N 
lu — à diPi Il, Se (u, N), 


où e (u, N) — 0 pour V — co, alors ceci exprimera en même temps 
que {p;} est dense dans A ,. Dans le chapitre suivant on examinera 
diverses bases et on établira des théorèmes d’approximation qui 
garantiront la densité de ces bases dans les espaces fonctionnels 
considérés. 
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9.2. Satisfaction des conditions aux limites. 1. Si l’on envisage 
un problème avec des conditions aux limites naturelles, on peut 
ne pas le résoudre, car on peut choisir des fonctions de base ne 
satisfaisant pas ces conditions. À noter toutefois que dans ce cas la 
vitesse de convergence des solutions approchées vers la solution 
exacte est en général inférieure. 

EXEMPLE 2. Considérons le problème 


a +bu=f(x), 2610, 11, EL: (0, 1)=AÆ, 
u(0)=0, a, b=const > 0, 
dont la forme distributionnelle est (cf. n° 3.2) 
dv ‘ 
—a (u, SE) +00, v)+au (fo (1)=(, 0), 


où v est une fonction de W3 (0, 1). Résolvons ce problème par la 
méthode de Boubnov-Galerkin avec les 
fonctions de base qui sont représentées 


(Z 
1 FE FER à sur la figure 2. Cherchons d’abord la 
/\ solution approchée u,, sous la forme 
N 
0 Lis Ts Lies Ty! Un (x) = > di: (Z); 
{=0 


Fig. 2 
- c'est-à-dire que un (x) ne satisfait pas 
la condition à la limite. Déterminons a; à partir du système 
—a(un, dp;/dz)+b(ux, ps)+aux (1): (1)=(fs Pa) 
i= 0, 4, e SN, 


ou, sous la forme matricielle, 


Fi 2bh a bh 2 
TT 276 do (f; Po) 
a bh  4bh ° 
FO TG 6 . a: (fs Pi) 
: = : , 
É &bh a bh 
5 276 || Cv4 (f, Pn-1) 

a bh a , 2bh 

ot pat 6 || _6, Pa) 


&% Les résultats des calculs pour f — 100, a = 10%, b — 10" 
sont représentés sur la figure 3. 
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Si l’on cherche la solution approchée sous la forme uy, — 
N 

= N a;p, (ici uy (0) —0), alors le système d'équations de Boub- 
= 1 


1—= 


nov-Galerkin s'écrit 


dun : 
a(%e, qu) +b(u, Pi) = (f, Pi) ES À uso iNs 


ou, sous la forme matricielle, 


+ ++ Ja [Go 
—$+R : az (fs P2) 
D à © ++ be : (, Pn-1) 

+ Le +7 _4n _G, Pa) 


Les résultats numériques de la résolution de ce problème (pour les- 
mêmes f, a et b} sont représentés sur la figure 4. En comparant ces- 


un "10°" 


0 0,05 Qt x 
Fig. 3 Fig. 4 


résultats, on remarque que si u\ satisfait à priori la condition à la: 
limite, alors vu, converge plus vite vers u, N — oo, que dans le 
cas où les fonctions de base ne satisfont pas cette condition. Mais 
même lorsque u x (0) + 0, les valeurs uy (0) convergent vers 0, 
autrement dit, la limite des solutions approchées vérifie la condi- 
tion à la limite. 

2. La possibilité de choisir des fonctions œ; ne vérifiant pas les. 
conditions aux limites nous suggère d'essayer de ramener les pro- 
blèmes avec des conditions essentielles à des problèmes avec des. 
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conditions naturelles. Îl se trouve que dans beaucoup de cas cette 
réduction est possible grâce à la méthode de pénalisation. Illustrons 
ceci sur un exemple. 


EXEMPLE 3. Considérons l’équation de Poisson 


—Au=f(z), z=(rn... m)ER CR, Aa=X 7, (9.4) 
{mi °°° 


avec la condition de Dirichlet 
177 loa = 0, (9.5) 


qui dans ce chapitre est essentielle. On a vu au $ 2 que le problè- 
me (9.4), (9.5) se ramène à la minimisation de la fonctionnelle 


F(u)= | (S 


Q  i=1 


ou |2 


CE 


—2uf) dz (9.6) 
dans l’espace des fonctions de H\4 nulles sur 0Q et telles que 
és 2 1/2 
w=([(S )4z) ; 
Q i-1 


La méthode de pénalisation appliquée à (9.4), (9.5) consiste à subs- 
tituer à ce problème un problème dont les conditions aux limites 


ou 
x; 


contiennent un terme supplémentaire ee appelé pénalisation : 
— Au, = f(x), (9.7) 
Ue + E me — 0 sur dQ, (9.8) 


où € >> O0 est un petit paramètre numérique et où la condition à la 
limite est déjà naturelle. D'après ce qui a été dit au $ 2, le proble- 
me (9.7), (9.8) se ramène à la recherche d’une fonction w, telle que 


[ue], = ( > 


æ 1i— 


OU 
OT j 


‘dr++ | us dx je 
re 


et qui minimise la fonctionnelle perturbée 


Fe(v)== | (> 


if 


ov 


2 1 
Er — 2vf) dx + — \ v? dx. (9.9) 


On sait déjà que pour minimiser la fonctionnelle F, (v) on peut 
prendre des fonctions de base ne satisfaisant pas la condition (9.8). 
En construisant alors une approximation de u,, on obtiendra une 
solution approchée du problème (9.4), (9.5) (on rappelle que u, + u 
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pour e— 0; au chapitre 3 on évaluera la vitesse de convergence 
de u, vers u). 

3. Parfois on peut très facilement trouver des fonctions de base 
ç; satisfaisant des conditions aux limites essentiellesen procédant 


comme suit: a) on se donne des fonctions w; linéairement indépen- 
dantes denses à la limite dans l’espace fonctionnel considéré (mais 
ne vérifiant pas nécessairement les conditions aux limites); b) on 
construit une fonction w de forme simple satisfaisant les conditions 
aux limites essentielles et, éventuellement, des conditions subsidiai- 
res; c) on forme les fonctions de base cherchées œ; avec la formule 


Gi = w;. Il va de soi qu’une étude supplémentaire s'impose pour 
établir la densité de ces œ; et leurs propriétés d’approximation. 
EXEMPLE 4. Considérons le problème (9.4), (9.5) avec une condi- 
tion (9.5) essentielle. Soit œ@ (z1, - . .; Tm) — O l'équation de la 
frontière 9 du domaine (2. Supposons que w > 0 à l’intérieur de Q 
et que cette fonction est continue avec ses dérivées premières dans 
Q + 9Q. Il s'avère alors que le système de fonctions de base 


il im 
Pa —= Puis, -., im) = @ (Zi, 9 LZm) T1 .. Im: (9.10) 
OÙ 1, - + «+ im parcourent tous les entiers de O0 à ©, est dense dans 


l’espace énergétique 4. Pour bon nombre de domaines Q intéres- 
sants (rectangle, boule, etc.) il suffit simplement de construire une 
fonction w (x) telle que les conditions aux limites correspondantes 
soient satisfaites (cf. [19]). En dimension un, c'est-à-dire pour 
TZ = z le problème (9.4), (9.5) devient 

d? 

— 5 =f(x), u(0)=u(1)=0, (9.11) 
les fonctions de base (9.10) sont de la forme œ; (x) = w (x) «', 
i = 0, 1, ..., et pour w (x) on peut prendre la fonction w (x) — 


9.3. Minimisation de l'erreur d’approximation. D'une façon 
générale, dans de nombreux problèmes les domaines sont anguleux, 
les coefficients des équations, discontinus, etc. Ceci fait apparaître 
des singularités dans la solution du problème, d’où un accroisse- 
ment de l'erreur des solutions approchées. Voyons comment obvier 
à ces difficultés. 

1. Avant de résoudre un problème, on peut préalablement tenter 
d'étudier toutes les données initiales et de passer par une quelconque 
tiansformation à d’autres problèmes dont les solutions possèdent 
de meilleures propriétés de dérivabilité. 

EXEMPLE 5. Soit à résoudre le problème 


) e 1+z-t/i, 


u (0) = u (1)— 0 9 
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où g (x) > Ô est une fonction assez différentiable. Il est clair que 
la présence du terme xz”{/{ au second membre influera sur la dériva- 
bilité de la solution uw et, par voie de conséquence, sur l’erreur de la 
solution approchée. 

Considérons le problème auxiliaire 


ext, U(0)=U(1)=0, 


dont la solution est de la forme 
16 
U=-- z(—2/8 +4) (9.13) 
En introduisant la fonction v — u — U, on obtient le problème 
d? 16 
TE | 
v(0)=v(1)=0, 


dont la solution présente une meilleure dérivabilité que u. Si mair- 
tenant l’on cherche la solution approchée v,, de ce problème par une 
méthode quelconque, alors une solution approchée de uw est donnée 
par la formule ur = vx + U. 

2. Dans certains problèmes, une étude préliminaire permet de 
déterminer la forme analytique des singularités de la solution et 
leur disposition dans le domaine de définition de la solution. Dans 
ce cas, si l’on veut réduire l’erreur d’approximation de la solution 
en jouant sur le choix de la base {p;}, il faut alors augmenter le 
nombre de fonctions de base avec des poids aux points de concentra- 
tion de ces singularités. Cette approche rappelle la méthode de con- 
densation des réseaux aux différences finies aux points singuliers 
de la solution. 

3. Supposons de nouveau que les singularités de la solution du 
problème ont été mises en évidence. Construisons les fonctions 
{b,} qui contiennent les singularités de la solution (on les appelle 
parfois solutions singulières et leur nombre est souvent confondu 
avec celui des singularités) et qui sont admissibles (c'est-à-dire 
satisfont les conditions aux limites essentielles). Formons le système 
fa, +, Vars Pas - - +, Pn}. Souvent M € N, de sorte que les 
nouvelles fonctions de base sont en nombre légèrement supérieur 
à N, mais elles nous renseignent déjà sur les singularités de la solu- 
tion. Donc l’erreur d’approximation avec le nouveau système 
{bas - -., Vars Pas - - +, Pn} est bien plus petite qu'avec l’ancien. 
L'inconvénient de cette approche est que le nouveau système doit 
rester linéairement indépendant. 

EXEMPLE 6. Dans le problème (9.12) nous avons mis en évidence 


la singularité de la solution Das, c'est-à-dire 1%. Introduisons 
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la fonction @ (x) = 1 — z* et formons la fonction singulière 
V1 (x) = © (x) 2x7 = zut — TI, (9.14) 


Il est évident qu'elle satisfait les conditions aux limites (par le 
truchement de w (x)). Supposons que les fonctions de base {p;} 
jouissent de la propriété d’approximation suivante: pour toute 
fonction v € W# on du choisir des coefficients a; € W: tels que 


5 aq; (9.15) 


C 
a (N+ DA 


Ici W# désigne un espace hilbertien WÀ (0, 1) muni du produit 
scalaire 


ge D | (dÉr)as jus 
0 


{= 


et de la norme 


(ue llya = (X | () az + (urar)" 


{i=1 0 


7 


Formons le:système {w (x) x°/*, @1, - . ., @N} et considérons l'ordre 
d'approximation de la solution du problème pour la norme de 
l'espace W. La fonction u (x) de (9.12) appartient à Wi (mais 
pas à W=), donc l'erreur d’ approximation de uw (x) par {pi:} est 
majorée par c/(N + 4), c'est-à-dire qu'on peut trouver des coeffi- 


cients a; tels que 
N 
lu 2 as 
i=1 


Estimons l'erreur d'approximation de u(x) par le système 
{otz7/%, m1, - - ., @n}. Nous pouvons mettre u (x) sous la forme: 


EFET (9.16) 


16 16 . 
u(z)=v(x) — 5 24 x23/4, 


- 
où v(z) E W*. Supposons que uy = bibi + NO aipis, où b1 = 
— —46/21, et que les coefficients a; sont choisis de sorte à approcher 
la fonction v (x) = u (x) — bas = u (x) + SEL — 3/4 € Wi à 
l'ordre c/(N + 1})° dans l'espace énergétique A4 correspondant au 
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problème (9.12). Nous avons alors 


C 


$ 5 
| u (x) —6 1 Ps — agi =[r@-x Z a; agi ],,< DIT ENTÉ 


Donc, l'accroissement du nombre des fonctions de base {œ;} par 
adjonction de la fonction #1 = w (x) z°/* diminue considérablement 
l'erreur d’approximation de la solution du problème pour la métri- 
que de l’espace W:. 

EXEMPLE 7. Construisons la solution approchée du problè- 
me (9.12) (pour qg = 1) sous la forme 


N 
Un = Di + à ais . 


OÙ rx) = 27% — 2/8, op; (x) — sin inz. Déterminons les coeffi- 
cients ay, 1, à = 1, ., N, par la méthode de Boubnov-Galer- 
kin à partir du système 


(SES, M) Hour, P)= 0 M), (= 147%, 


(Ex, dm FL) + (un, Pi) = (fs Pi)» i— 1,  N, 


dz ? 


qui peut être mis sous la forme 
N 
ab+ À e (5 + 1) = fo 
1 


bi(ni?+1{)c,+(ni +fj)a;/2=/f,, i=1,...,N, 


1 
f= | (20) d2, fi | f (x) sin inz dz, 


(z7/8— 223/) sininzdz, i—1, .…., N. 


On peut calculer ces coefficients soit directement, soit par des 
formules de quadrature adéquates. 
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La solution de ce système est facile à trouver même si la première 
ligne et la première colonne de la matrice ne sont pas vides: 


= (LS hi m-25 (ni +1), 
i—1 


1 1 


ai = 2f,/ (ri? + 1) — 2bic;, i— 1, CE N. 


La figure 5 représente les résultats des calculs de la solution appro- 
chée un. Signalons que déjà pour W >> 3, les fonctions u , diffèrent 
peu entre elles. 

9.4. Stabilité. On a déjà indiqué que l'accroissement du nombre 
de fonctions de base mettait en avant le problème de la stabilité 


7 25 1 x 


Fige 5 


aussi bien du processus de résolution du système d'équations que 
de l’algorithme tout entier. Pour résoudre ce problème, on impose 
des conditions svnplémentaires aux fonctions de base. Avant d'’éta- 
blir ces contraintes sur {y;}, voyons quelques notions souvent utili- 
sées dans l’étude de la stabilité des algorithmes de projection. 
Il existe plusieurs façons de définir et d'étudier la stabilité. 
Penchons-nous sur quelques-unes d’entre elles. Faisons notre exposé 
sur l'exemple d'un problème traité dans un espace hilbertien H 
muni du produit scalaire (+, -) et de la norme ||-|| = (+, *)/2: 


7 Au=f, fEH, (9.17) 
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où À, opérateur dont l’ensemble de définition est dense dans A, 
est supposé symétrique et défini positif. 

En munissant D (A) du produit scalaire [u, v] = (Au, v), 
u, v E D (4) et de la norme [u] = [u, u]!/° et en le complétant 
pour la métrique [-], on obtient l'espace énergétique H4 (cf. $ 2). 
En termes de distributions le problème devient 


[uv] =(f, v), fEH, (9.18) 


où u € H, est la fonction inconnue, v une fonction de Z,. On sait 
que les systèmes des méthodes de Ritz et de Boubnov-Galerkin sont 
de la forme 


lun, psy] = (, pp, j=1,...,N, (9.19) 


N 
où uy = > a;v:, est une solution approchée de l’espace finidimen- 


1—=1 
sionnel H M € HA de base {qi}. Ecrivons le système (9.19) sous 
la forme matricielle 


Aa = f, (9.20) 


où À UE de EE [ps Pl, a — (ar, ...) an)T, Î = (as «+. 
. Nl s Ji — 

DÉFINITION 1. On dit que l'algorithme de résolution approchée 
est stable si le système (9.19) possède une solution unique pour 
tout V et si la solution approchée uw, dépend continüment des 
conditions initiales et, de plus, [lux | <clIlf ll, où la constante c 
ne dépend pas de À. 

L'étude de la stabilité est aisée au sens de cette définition (ce 
qui fait d’ailleurs le mérite des méthodes variationnelles). En effet, 
en multipliant (9.19) par le coefficient a; et en sommant sur j = 
= 1,..., N, on obtient [uy, unl = (f, uxy). La forme [-, :] 
étant définie positive, il vient 


Hu PF < un un] <||f lun | 


NunI<clfl, e = 1/4 


La dernière majoration exprime la dépendance continue de uy 
par rapport aux conditions initiales (ici par rapport à f, mais, en 
général, le second membre de (9.18) peut contenir les valeurs fron- 
tières de la solution, etc.). D’autre part, {p;} étant une base, on a 
: N 
a, eh= À Auaes=lur, 2] >v lux |P= 
1e 2= 


= (Ma, a)22> min (M) |] a |Ë, 
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N : A 
où ||a | = (© d)®, M la matrice de Gram: M = (M;}), M;5 = 
is 1 


= (4, Py), Amin (M) > 0, la plus petite valeur propre de la matri- 
ce]M. De là, il s'ensuit que la matrice : est définie positive pour 
tout W fini. Donc, le système (9.19) possède une solution unique. 

Si l’on adopte la définition 1, l'algorithme sera donc stable toutes 
les fois que le problème sera assez « bon ». On peut par conséquent 
compliquer le problème de la stabilité. Comme les éléments 4;, = 
= [p;, rl, f; = (, p:i) sont souvent acquis par des formules de 
quadrature, des erreurs de calcul sont possibles. C’est précisément 
par rapport à de telles erreurs qu’on peut considérer la stabilité 
de l’algorithme qu’on appellera stabilité numérique de la méthode. 


Supposons donc que des perturbations nous conduisent (au lieu 
de (9.20)) au système 


Aa =f, (9.21) 


où À, est la matrice perturbée, f, le vecteur perturbé du second 


membre. Soient ex = (4, — A) la matrice des perturbations, 
€ = (fe — f) le vecteur des perturbations du second membre. 
Si (9.21) possède une solution a, = (a,.1, . .., &. N)T, alors cette 
dernière définit la solution approchée perturbée du problème 


N 
Un. e = à Ge, Pi: (9.22) 


DÉFINITION 2. On dira qu'un algorithme de résolution approchée 
est stable s'il existe une constante c; telle que le système (9.21) 


possède une solution unique a, pour || E4 ls & C1 et quels que 
soient e, et l’on a la majoration 


un — une | KL Ce lea Îl2 + cal Ef [l (9.23) 


où C3, cs sont des constantes indépendantes de V. 
Pour étudier la stabilité au sens de cette définition, supposons 


que la base {p;} satisfait la condition suivante: pour tout vecteur 
b = (b1, ..., bal on a 


cs BE << (v, vv) < cs 1 b |, (9.24) 


N 
où Uy = >) bp; et les constantes c., c; > 0 sont indépendantes 
=! 


de À. 
Considérons le système (9.21) mis sous la forme 


(A + ea) & = fe. 
601526 
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Comme 
((ÀÂ + 84) b, bh, = (4b, b): + (E4b, bla = 
a s a à 
= [vy, Un] + (E4d, be > Ÿ* [lun [* — I ea Île | I > 
> v'es Ib IE — Il ea lle Ib > (pes — | ea Île) Id JE, 


N 
pour Uy = >, bips, alors en choisissant «1 << y°c, et en exigeant 
i=1 


que || E À Il L C1, on constate que la matrice À, — À + Eu est 
définie positive: 
(4,0, bh > vb, vi = Yes — a > 0. 


Donc, le système (9.21) possède une solution unique. 
En soustrayant (9.21) de (9.20), on obtient l'identité 


Â(a— a) = Eye, — 8, 
d’où il s'ensuit que 
(A (a—a,), a — a,)s = (84e — €, a — aee, 


° Il Un —Un.e IF [u y — UN, “| — (4 (a —a,), a — Qe)a 


I(Eage— €, a—@e)| Lea lee fl + Île, Île) la — cel < 


(IËa lle le + les 14) EEE, 


| A 
un—une <= (ea ll Ge Île + I es Ile). 
Ve 
Les inégalités suivantes 


Pet 
villa IE < (Az, Ge2 = (fes Geja = (fs Ge) + (Es, Ge)2 — 
= (f, Ux., e) + (e,, Geo || Î Il [| Ux,e Il + Il €} [lo Il Ge Îb < 
[FIV cell @e lle + Iles Ilell Ge Îles 


V Ce le; Ils 
Ge [2 < —— 
ae ll If + 
entrainent 
1 * V ce 
lune (lea lle A 


Ile A Île (ler Île 


+ llelle) Kezll ea Île + es 118 Île 
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où les constantes c,, c.« sont indépendantes de V. Cette majoration 
achève la démonstration de la stabilité numérique de la méthode 
considérée au sens de la définition 2. Signalons que la contrainte 
(9.24) est primordiale ici. 

La condition (9.24) imposée à la base dans un espace hilbertien A 
sera dite condition d'indépendance linéaire uniforme de la base dans H. 
(De telles bases sont parfois dites presque orthonormées ou normales 
dans À.) 

La minimalité forte de la base est une notion qui est largement 
utilisée dans l'étude de la stabilité des algorithmes. 

On dit qu’une base {yç,} de H est fortement minimale dans H 
si la plus petite valeur propre À,in (4) = min À; (M) de la matrice 


de Gram M = (AL ;5), M; —= (@;, Cj)rr d, j — L CR N, est 
minorée par un nombre >>0 indépendant de {V. 

On sait que pour que l’algorithme (9.19) soit stable, il est néces- 
saire et suffisant que la base f;} soit fortement minimale dans 
l'espace énergétique FH ,. Si cette condition est satisfaite, on a la 
majoration 


lux —unel & er lea lle + celles lle, (9.25) 


où les constantes c;, c3 > 0 sont indépendantes de NW. 

Pour établir la minimalité forte de la base {p;} de l’espace H, 
on se sert souvent de la proposition suivante [31]. Soient donnés un 
espace hilbertien , plongé dans un espace hilbertien H, (c'est-à-dire 
que HE Het lu la > cilu Île, c > 0) et une base fg;} & H1. 
Si la base {œ;} est fortement minimale dans H,, alors elle l’est- 
dans H:. 

De là on peut, par exemple, conclure que la condition de mini- 
malité forte pour {q;} dans H, sera satisfaite si l’est la condition 
d'indépendance linéaire uniforme de {g;} dans l’espace H (qui est 
plus large). Or nous verrons au prochain chapitre en construisant 
des fonctions de base à support borné que cette condition est souvent 
relativement facile à satisfaire. 

De ce qui précède il s'ensuit que, pour qu’un algorithme soit 
stable, il suffit que la base {p;} ou bien satisfasse la condition (9.24) 
dans À, ou bien qu'elle soit fortement minimale dans H,. Il est. 
parfois très facile de construire des bases vérifiant ces conditions. 

EXEMPLE 8. Ainsi, dans le problème (9.1), (9.2), il suffit que- 
les fonctions sin inxz soient orthogonales dans H,, c'est-à-dire que: 


_ V2 


pi = sininz, à = 1,2, ... Dans ce cas, la base {q} sera 


non seulement fortement minimale dans H, et H,, mais aussi: 
6* 
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uniformément libre dans l’espace énergétique. 


N 
En effet, comme (pour vy= > b,p;) 
{=1 


N 
A du 2 a 
(b, 8)2= br, >| | -» À bi, 
i=1 
d 
(db, 8) = br ln |] LE + alles 1r< 
N 
Es 


<P,| F<(r. ++) > bi, 


1—! 


dun j + 


la base {p;} est uniformément libre dans H,. 
EXEMPLE I. Si dans l'exemple 4 on admet que la frontière 9Q 
est assez différentiable et si l’on exige que la fonction w (x) soit 


deux fois continüment dérivable dans Q = Q + 9Q, w > 0, à l’in- 
térieur de Q et 0w/ôn >> 0 sur 9Q (n est la normale extérieure à 60Q), 
alors le système (Ph, (x1) + - - Pam (Zm)), Pi, Po, + +, im = 
— 1, 2,..., où P, (t) sont des polynômes normés de Legendre, 
sera dense dans A, et fortement minimal dans Z, (QG), donc, forte- 
ment minimal dans H, (cf. [31]). 

Notons en conclusion qu'outre les conditions imposées dans ce 
paragraphe aux fonctions de base, on peut introduire des contraintes 
qui tiennent mieux compte des traits spécifiques du problème à re. 
soudre et qui contribuent à un choix rationnel de la base {œ:;}- 


$ 10. Sur le choix des fonctions de base dans 
la méthode des moindres carrés généralisée 


Considérons dans un espace hilbertien H l’équation opératorielle 


Au = ÀBu + f, (10.1) 
où À est un paramètre numérique (cette équation est confondue 
avec (1.1) pour À = —1), f € H, A et B sont des opérateurs linéaires 


(en général, non bornés). On admet que D (4) est dense dans H 
et D (4A)= D (B). 

Appliquons la méthode des moindres carrés généralisée à la réso- 
lution de (10.1). Choisissons à cet effet une suite H,, N = N,,N,,... 
de sous-espaces finidimensionnels de fonctions de base {®, \. de 
plus, À, € D (A)et la suite {AH ,} est dense dans Æ. Construisons 
une solution approchée sous la forme 


N 
Un = > a;®;, (10.2) 
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où les a; se déterminent à partir du système d'équations linéaires 
(Aux, AP;) = À (Bux, AO;) + (f, AD;), i = 1, ..., N. (10.3) 


Le choix des fonctions de base occupe une place importante dans 
cette méthode. Si les fonctions {O;} sont données à priori avec des 
propriétés approximantes connues (polynômes orthonormés, etc.), 
il est alors souvent difficile d'étudier les propriétés du système 
{A®;}, ce qui à son lour apporte des complications dans l'étude 
de problèmes tels que l'établissement d'une majoration de la vitesse 
de convergence, la prise en compte des singularités de la solution, 
etc. 

Supposons que le domaine de valeurs de l'opérateur B et les 
fonctions f appartiennent à un sous-espace À ,,, € H. Donnons- 
nous dans H 3; une base {w;} qui sera supposée remplir les deux 
conditions suivantes: 1) pour tout vecteur V-dimensionnel b = 
= (b1, ..., bN)T, on a la relation 


N e 
CMOS 2 bip: ce 1 d 1, (10.4) 
où les constantes c,, c, > 0 sont indépendantes de b et de W, 


N 
lb[L=(X b?)"/=; 2) pour toute fonction véH, ,;, il existe une 
1 
a N 
combinaison linéaire 1: — D by; telle que 
i=1 


BAT x Ie (W) Iv11, (10.5) 


où e (V)—>0 pour Ÿ — co. 

Supposons que À? existe et que l’inversion de l'opérateur À 
est facile à réaliser. Dans ce cas, on construit les fonctions {®;}, 
où ®; — Al; sont linéairement indépendantes pour tout W, et 
on les prend pour fonctions de base dans la résolution de (10.1) par 
la méthode des moindres carrés généralisée. 

Sigpalons quelques traits caractéristiques de l'algorithme de 
construction des fonctions de base. 

1. Par construction, les fonctions {®,} présentent les singulari- 
tés de la solution u par le biais de la dépendance par rapport à À; 
en choisissant convenablement le système {g;}, on peut prendre en 
considération les diverses singularités du second membre de l’équa- 
tion (10.1), singularités qui sont souvent connues à priori. 

2. Parfois, F (u, f) = ÀBu “+ f peut jouir de meilleures proprié- 
tés différentielles que la solution de l'équation. Dans ce cas, on 
peut tenter d'approcher efficacement F (u, f) avec un petit nombre 
de fonctions de base et escompter une convergence assez rapide 
de u y vers u. 


86 ALGORITHMES DE LA MÉTHODE DE PROJECTION (CH. ! 


3. Si la solution de l’équation (10.1) ne dépend que des variables 
Zuni—=1Â,...,n,et que H,,, soit composé de fonctions déperdant 
uniquement de x;, i — 1, ..., m<n, il est alors évident qu'il 
suffit d'introduire des fonctions de base {;} dépendant seulement 
de Z1, - - -, Tm et d'approximer avec elles F (u, f) € H ,,,. La solu- 
tion uw sera approchée par u + sur toutes les variables. Cette situa- 
tion conduit à une importante réduction du nombre de fonctions 
de base, donc, de l’ordre du système (10.3), ce qui est particulière- 
ment important lors de la résolution de problèmes multidimension- 
pels de physique mathématique. 

4. En mettant (10.3) sous la forme équivalente 

N 


N 
2 a; (Pi, P;) Rs A2 di (B,;, 3) + (f: P;); i=1,...,N, (10.6) 


on remarque immédiatement que si q; sont presque orthogonales 
(c'est-à dire (q;, ç;) = O0 uniquement pour |[i— j | N), alors 
au premier membre de (10.6) apparaît une matrice bande (ou creuse), 
ce qui simplifie la résolution du système par les méthodes itératives. 
Si de surcroît on choisit les fonctions {p;} avec des supports bornés 
de petites dimensions, on allège encore davantage le calcul de 
{®,}, des éléments de la matrice et des valeurs de f; — (f, i). 

D'après ce qui a été signalé plus haut, la méthode des moidres 
carrés généralisée avec un choix spécial des fonctions de base {d;} 
promet d’être assez efficace pour la résolution de certains problèmes 
dans lesquels À”! est de construction assez rapide, par exemple. 
lorsque l'opérateur À est inversible sous forme explicite : opérateur 
différentiel dans l'équation de transport, opérateur de Laplace dans 
un carré, un disque, etc. 

Etudions maintenant les conditions d'existence de la solution 
et formulons un théorème qui par ses hypothèses diffère légèrement 
de celui du $ 5. 

Penchons-nous d’abord sur les conditions d'existence d'une 
solution du système (10.3). 

LEMME 1 ([18]). Soit V un opérateur linéaire borné d'un espace 
de Banach X dans un espace de Banach Y. Si pour tout y € Ÿ il existe 
un élément EX tel que | Vr—y<glyll, Hzr<eclyl, 
où q <'1et c sont des constantes, alors l'équation Vx = y admet pour 
tout y € Ÿ une solution x € X satisfaisant l'inégalité [x || < 
< c || y I/(1 — q). 

Formulons la proposition auxiliaire suivante. 

LEMME 2. Pour tout vecteur N-dimensionnel y = (y1, ..., yn)T 
on peut construire un élément g € H tel que 


N 


MY ÉSIs IPS lvl D vb (@ pour (410.7 
4-1 
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DÉMONSTRATIOX. Soit AI la mâtrice d'éléments M y = (Gi jh 


i, j = 1,..., N. Comme {œ;} est une base, la matrice AT admet 
une réciproque M”! et de (10.4) il s'ensuit 
Q<ll ML < Cay 1/Ca < || M1 Île & 1/01. (10.8) 


En construisant 


N A 
g=— 2 (My): p;; (10.9) 


on a 
d : 
(g, qu) = à (My); Ps Qi) — 


N N 
= 2 My) ou PE 2 Mu (My) = (MM yi= us (40.10) 
et, en vertu de (10.4), il vient 

ea My IE EI € IP SU M y 1 ce ee I MIE I y ES 119 1, 


[Lu 1 = 1 AM y EU M NE A9 ES É gl; 


c'est-à-dire qu’on obtient (10.7). 
Prouvons maintenant que le système (10.3) admet une solution. 
LEMME 3. Si: 1) l'équation (10.1) admet une solution unique pour 
tout fEH; 2) | Au || L ce fl; 3) A7! existe et est borné; 
4) |A || BAT |] -< oo, alors Le système (10.3) admet une solution 
unique pour N assez grands et, de plus, la solution approchée ux = 


= À ad; est justiciable de la majoration 
im! 


Au -—r (10.11) 


0 ll 
où la corstante c > 0 est indépendante de N. 
DÉMONSTRATION. Mettons (10.3) sous la forme 


La = f, (10.12) 
où L = (Lij), Li; _ (CZ — ÀABA 7!) Pi, Gi) Î (fs ° fx)T, Ji 7 


= (f, qi), et essayons d'appliquer le lemme 1 pour prouver que 
(10.12) admet une solution unique. Prenons tout d’abord un vecteur 
quelconque y = (y1, ..., y)! et construisons pour lui l’élément 

g € H réalisant (10.7). Supposons que G est solution de |” équation 
A6 — ÀBG + g; posons w — AG; alors w est solution de l'équation 
& = ÀABA + g, et, de plus, w € H,,. 
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L'équation (10.1) admettant une solution unique, on a 

I[(Z] —ABA-1)-1|[ c et, par suite, 
c1/2 


AG = Nw = —-ABA gel ele y Île. 


D'après les hypothèses ci-dessus, on peut introduire un éle- 
N 


ment ÿy= D, d,p, tel que 
ti 
NABA we (NW) Ile ff; 


posons 
(10.13) 


N 
un = Mpy+e= 2 DiPis D—(b,, ..., bn)’; 
où b,=—hd;,+(M-\y),, et évaluons la différence (Lb— y). Comme 


Um (Zb — Y)i T ((Z — À BA") Lx —8, Pi); 
U = ABA !u + £, (10.14) 


alors 
k N 
I Lb— y 15 = 2 Ni ((— BA I) wx —g, pi)= 
= 


N 
— D n((/—ABAT) (wx —w), p)< 


: 
<(+ BA") us vil mel< 


N 
<(1+ JAI BAT) At» +g—ABA wo g|| 12 puni 
<(1+ AI BAT 1) JA] e(N) lle lle# 1 Lo — y Île 
I Lb — y IL ce (N) II y IL. 
L'une des conditions du lemme 1 est remplie. La deuxième 
résulte des relations 
lél<clwrI<ce(el+Ààlvtx li, 
bn SCA LIBAT I + ce (NW) Ilw I, Hwl<elegl 


RAS AIT SIESCAIT ALT 
On vient donc de prouver que pour tout vecteur y = (ÿy1,.. .,Yx)T, 
Il y ls << ©, on peut construire un vecteur b = (b1, ..., bx)”, 
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tel que 
lol <elyilhk, HLb— yllk Sce(N)llyllk, (10.15) 


où pour V, assez grand et N >> N, on peut admettre que ce (N) < 
< q < et où les constantes c sont indépendantes de #. Le lemme 1 
nous dit que (10.12) admet une solution unique et, de plus, [[a [b < 
<c||f 11/1 — e (N)). D'où l'inégalité (10.11). Ce qui prouve le 
lemme. 


THÉORÈME 1. Si les conditions du lemme > sont remplies, alors: 
1) pour les N assez grands le système (10.3) admet une seule solution 
N 


qui définit de façon unique la solution approchée u x _.) a;®; 


1z= 1 
qui est justiciable de (10.11); 2) les suites {un}, {Aux} convergent 
respectivement vers u et Au pour N — © et 


N 
IAG—ux) le min Fu, D— E ap. (10.16) 
Ci E— 

DÉMONSTRATION. L'’unicité de la solution de (10.3) et la majora- 
tion (10.11) étant acquises grâce au lemme 3, passons à la conver- 
cence. Supposons que r , est le projeté orthogonal de v — Au sur 
l'enveloppe linéaire des fonctions {ç;}. Ecrivons l'identité 


Le. 4 


((Z — ÀABA”) (US = Un); Œi) — (ë, Gi), l, — 1, ET N. 
où Un = Aux, E = ABA-T(v, — v). On a prouvé plus haut que le 
dernier système admet une solulion unique et, de plus, || y _— 


— Un | Lc|lE I/(1 — e (N)). Alors 
(À Gun —u) [= [lux — 0 << Tvx— 0x I lu — vx << 


<(1+ 


C C 
— 5 ) ex Ne de 


Mais v € Hh,,, donc || À (u — u x) ||—> 0 pour N — co. En vertu 
de l'existence de l'opérateur borné A7!, on a [[u—u,| < 
< |A” || || À (&ù —ux)[|— 0 pour N — oo. Comme vx est le 
projeté orthogonal de r, on a la majoration (10.16) pour les À assez 
grands. Ce qui prouve le théorème. 

EXEMPLE 1. Considérons le problème 


— Ip (x) +u = f(x), z€]J0, 1, 
u (0)—=u(1)=0, 


où f(x) — 1000, p(x) — {1000 pour x E]0, 1/2[et 1 pour 
x €] 1/2, 1 [}. 

Construisons d’abord Ja solution par la méthode de Boubnov- 
Galerkin en prenant pour fonctions de base les fonctions œ; (x) = 
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26) 


Solution exacte 


Fig. 6 


= sin jax, j = 1, 2, ... Cherchons la solution approchée u\’ sous 
N 
la forme uN — > aj''o;(x) et déterminons les coefficients aj° 
J=1 
à partir du système 
N 
d dj 
> [ (e TL, ——) + (qi, ps) |” = (f, Pis i=1, ..., N, 
j=1 
où (f, pp =1000(1—cosjx) (ja), (qu pn={1/2 pour i=j; 0 
pour i j}, 
di dj : 
( dx ? dr ] = 
1001 i?n?/4 pour i—}j, 
{ — ja (EC? 1/2) “a RE 11/2) ) pour i j. 
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#-J 


Solution 
rrxerle 


10 


La résolution de ce système sur calculateur nous permet de 
déterminer les coefficients a;j!' et la fonction uW’ (x). Les résultats 
des calculs pour Ÿ = 5, 10, 50 sont représentés sur la figure 6. 

Cherchons maintenant la solution approchée uŸ' par la méthode 
des moindres carrés généralisée en choisissant spécialement les 
fonctions de base {O;}. Supposons que ®; (x) est une solution du 
problème modèle 


d dO: 
RE Pe  db 


D;(0)=D,(1)=0, i=1, ...,N. 
Cette solution peut étre explicitée comme suit: 


i sin iftz z-1,998 sin (ix/2) | 
ae (00 +), z€10, 1724, 


(sin ina + ES UN) , tE]1/2, 1. 


OP, (x) = 


itn° 
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Cherchons uŸ' sous forme d'une combinaison linéaire uÿ’ — 
N 


(9) 


= 200; (x), où aj°’ se déduisent à partir du système d'’équa- 
tions 

(LuK’, LO,)-(u$”, L®,)=(f, LO;), i=1, ...,N, 
ou, ce qui revient au méme, 


N 
2, (Ps P) + (P;, ;)] = (}, Pi); i 1, — N, 


où 
1,001 0.999 / 1998 sin? (j1/2) in PEL 
(ne — 5 TOoijn sing COS 
| pour i= }, 
__} 0,999 sin((j+in/2) sin(G—i)2/2) | 
(Ps p)= À 2ni27? ( j+i j—i | 
0,999 . ir 1,998 sin(j1/2) ja 
a Sin (or 7 cos He) 
pour i Æ j. 


La figure 7 représente les résultats des calculs de uf” (x) pour N = 


? 
En comparant les résultats ci-dessus, on remarque que la solu- 
tion uÿ’ construite en choisissant spécialement les fonctions de base 


approche bien mieux la solution exacte que uX’ déjà pour W petit. 


$ 11. Choix des fonctions de base par la méthode 
de Kantorovitch 


L. Kantorovitch a proposé d'utiliser la méthode de Ritz ou de 
Boubnov-Galerkin pour ramener le problème aux dérivées partielles 
à la résolution d'un système d'équations différentielles ordinaires. 
Etudions cette approche sur l'exemple de la méthode de Ritz en 
supposant par souci de simplicité que les fonctions considérées ne 
dépendent que de deux variables indépendantes. 

Supposons que dans un domaine Q € R* on a le problème 


Au =f, fEH, (11.1) 


où À est un opérateur symétrique défini positif, D (4) € H,R (A)= 
— H. Introduisons de la manière habituelle (cf. $ 2) l’espace énergé- 
tique H, muni du produit scalaire [-,-]et de la norme [+] — [-,-}1/2 
et ramenons (11.1) à la recherche de la fonction u € H, qui minimise 
la fonctionnelle 


F(u) = lu, ul — 2 (u, f). (11.2) 
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Choisissons un système linéairement indépendant de fonctions 
{çe (x, y)} € Het LHPORMIERES le sous-espace H®) des combinai- 
sons linéaires un = à ai (x) pi (x, y) € H 1 (où les coefficients a; 

=1 


dépendent d’une variable. par exemple de zx) telles que [u y] < co. 
Supposons que la suite {HN}, N = N,, N:, ..., est dense à: la 


limite dans À ,, c’est-à dire que pour toute fonction u € H, on “peut 
choisir des fonctions ux € HW) telles que [u —uxl—+0 pour 
N — co. 
Cherchons la solution approchée sous la forme 
N 


Un — 2 ai (x) pi (x, y), (11.3) 


où a; (x) sont donnés par la condition de minimisation de la fonction- 
nelle F, soit F (ur) = min F (vx), vu € HU). En faisant varier 
? 


F(ux) = F (a, ..., ax), on est conduit au système d'équations 
en x: 
da; 


——… ——…—… — mme i=1,...,N, di. d (11.4) 


Le système (11.4) peut être résolu par une méthode convenable (des 
différences, aux éléments finis, etc.). L'étude de la convergence de 
cet algorithme se mène de la manière habi- 
tuelle (cf. $ 2). 
# A noter que dans cet algorithme les fonc- 
tions de base dépendent souvent des deux 
variables. Cela est dû au fait que si pi € H1, 
alors elles satisfont des conditions aux limites 
essentielles. C'est pourquoi l'on est conduit 
à cette dépendance si l’on veut réaliser cette 
contrainte. Illustrons ceci sur l'exemple sui- Fig. 8 
vant [19]. 

EXEMPLE 1. Considérons dans le domaine Q = {A £<z<B, 
1 (r) <'y EL Q (x)}, où (x) et (Q, (x) sont des courbes assez 
différentiables (fig. 8), le problème 


rl) EL), (11.5) 


L'espace énergétique est composé des fonctions nulles sur 08 est 


telles que 
wi ([ 
0 


ôu |? 


ôz 


|) dz dy)" < oo. 
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On peut choisir les fonctions de base de la forme 


piz, y) (y—Q (x) (Q(zr)—y)yt, i=1,2,..., 
ou 
.. À —Q, ( D à 
pts = sin RUE 1n12, 
Par ce choix les fonctions œ; (x, y) satisfont la condition aux limi- 
tes (11.6) sur les frontières curvilignes. Sur les droites x = À et 
N 


x —= B cette condition sera réalisée pour uy — >», a;(x) qi (x, y) 
=: 


Hs 
si l’on exige que les coefficients inconnus a; (x) de (11.3) soient 
soumis aux contraintes a; (A) = a;  (Bj—=0, i-=1,...,N . 

Cependant dans un grand nombre de problèmes on peut se con- 
tenter de fonctions de base dépendant d’une variable, tandis que 
les coefficients a, seront fonctions de l’autre. Dans ces cas l’obten- 
tion de (11.4) sous forme explicite est plus simple de même d'ail- 
leurs que l'algorithme tout entier. 

EXEMPLE 2. Considérons le problème suivant pour l'équation 
de transport des neutrons *) dans le domaine Q — {0<zr<T, 
du 


1 
— = +u(z, u)= | 26, uu)u(x, m')du'+ f(x, u), 
0 


u— pu = 0 pour 2—=0: 


u+ pe =0 pour z=T, 


où O<O(z, u, u') << 1. L'espace énergétique H, et la fonction- 
nelle de Ritz sont de la forme: 
T 


H4={u: ju, = {eu À (n 2 uv) dz+ 
0 0 


1 
+ \ u (uv |x=0 + uv |<er) du, [u] ={u, uj"2}, 
0 


1 


T 
F(u) — | an ({ p2 | (©) hu u | Ou du’) dx + 
0 0 


i T 
+ u (uU? 1x0 +u2 |x2r) du — 2 ( du | uf dx. 
0 (4 0 


*) Au chapitre 5 on décrit les positions des problèmes pour l'équation de 
transport. 
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Les conditions aux limites sont ‘naturelles, donc les fonctions de 
base ne sont pas tenues de les satisfaire. Supposons qu'on ait choisi 
une base quelconque {q;(x)} (on peut, par exemple, prendre une 
base de W2 (0, T)). Cherchons la solution approchée de la forme 


N 
Un — > aj(u) p; (x), 
7=1 


où a; (u) se déterminent à partir du système (11.4) qui est ici un 
système d'équations intégrales: 


N 
Ÿ, À;3(p) aj(u) — 


j— 1 


2 


n 


=); | ;Gu,p')a;(u)du'+fi(n),  i=1,...,N, 


T T 
o | 9 0; 
Ait) = | SE dr + | PP de + h (pp) lx=0 + PiPs lx=T)» 
0 0 
O(z, pu, n')p;(x) p;(x) dx, 


fi (U)= \ f(x, p) p; (x) dz. 


Pour résoudre numériquement ce système, on peut, par exemple, 
se servir d’une méthode de réduction des équations intégrales à un 
système d'équations linéaires en faisant intervenir des formules de 
quadrature adéquates pour l’approximation des intégrales. 

Signalons en conclusion que cette façon de choisir les fonctions 
de base (c'’est-à dire dépendant de certaines variables, et Îles a;, 
des autres) est très commode dans les cas où le problème de par sa 
nature implique une approximation sur les diverses variables par 
des méthodes différentes (cf. exemple 2). Cette circonstance explique 
le large emploi de cette méthode dans la théorie de transport des 
neutrons [28], où l’approximation sur les variables spatiales est 
effectuée par des méthodes aux différences, variationnelles et aux 
éléments finis, et l’approximation sur les variables angulaires, par 
une méthode de réduction des équations intégrales à un système 
d'équations linéaires. 


CHAPITRE 2 


APPROXIMATION ET FONCTIONS 
À SUPPORT BORNÉ 


Dans le chapitre précédent, on a examiné quelques algorithmes 
de la méthode de projection pour la résolution approchée de proble- 
mes. Les exemples illustratifs faisaient surtout intervenir des fonc- 
tions de base dont les supports bornés n'étaient pas petits en regard 
du domaine tout entier. L'objectif premier de ces exemples était 
d'illustrer l’algorithme sans attacher une importance spéciale à la 
forme des fonctions de base. Mais on a déjà signalé précédemment 
qu'un trait caractéristique de la méthode aux éléments finis est 
qu'elle utilise pour fonctions de base 
des fonctions à support borné petit. Ces 
fonctions se construisent en principe 
comme suit. Le domaine Q@ sur lequel 
LS est posé le problème est subdivisé en un 
SN nombre V fini de sous-domaines Q; 
RSS appelés éléments finis. Ensuite sur un 

N91/1/1/ ou plusieurs Q; (par exemple, sur la 
reunion des Q; adhérents à un point 
Py = (xx, YUr)) on construit une fonction 

DZ; z de base œ,; à support borné égal à Q; ou 

à la réunion considérée, qui soit une 

Fig. 9 fonction polynôme sur tout Q; de son 

support (fig. 9). Toutes les fonctions 

linéairement indépendantes de cette forme sont prises pour fonctions 
de base dans l’algorithme de résolution. 

Signalons les avantages résultant du choix d’une telle base: 
les supports Q@; des fonctions de base étant en principe bien plus 
petits que Q, les produits scalaires (p;, :) seront non nuls si 
[i— k | < M où M est un entier NV. Une conséquence immédiate 
est que les matrices de l'algorithme deviendront fortement creuses, 
à l’image des matrices des méthodes des différences. Donc, l’algo- 
rithme de projection usant de telles fonctions de base est doué 
d'une remarquable propriété des méthodes des différences de résolu- 
tion des problèmes de physique mathématique: il conduit à des 
systèmes dont les matrices sont des matrices bandes ou creuses. 
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Ce chapitre est consacré à l’étude de quelques problèmes relatifs 
à la construction de fonctions à support borné ainsi qu'à l’étude 
de leurs propriétés d'approximation. 
Ici et dans la suite on désigne par Q un domaine borné de Rr, 
D = Q + 9Q, 6Q est la frontière du domaine Q. 
On se servira plus bas des espaces de fonctions réelles suivants: 
C (Q), espace des fonctions continues sur Q, muni de la norme 
finie 
lu lc = max [u (x) |. (0.1) 
xEQ 


Ct*) (Q), espace de Banach de fonctions admettant des dérivées 


jusqu'à l’ordre k, continues dans Q, muni de la norme 


lu ll = À. max | Du (2) |, (0.2 
IRISE xen 


< ô \7%1 fa \%n 
où D°u — (=) ee (== ] , G=(&,,%,...,@h), @; sont en- 
tiers, |[æa|=a+...+@,. | 


Lh (QG), espace de Banach des fonctions de puissance p-ième 
sommable sur Q, muni de la norme 


Iullyo= (fut Pa)", 1<p< oo. (0.3) 
Q 


Si p = oc, l'espace L,, (Q) est l’ensemble des fonctions u (x) mesu- 
rables bornées ou confondues presque partout avec une fonction 
bornée, la norme || uw || étant définie comme suit 


lu [Lo = sup vrailu(zx) |, (0.4) 
x€Q 


c'est-à-dire comme le plus petit des nombres M pour lesquels l’iné- 
galité | u (x) | < M est presque partout réalisée. 

Des espaces ci-dessus, seul l’espace ZL, (Q) est hilbertien; il est 
muni du produit scalaire et de la norme suivants: 


(4, V)L20) = | u(z)u(z)dz, [[u{|reco = (u, u)/2. (0.5) 

Q 
Pour résoudre les problèmes aux limites on se sert également de 
l'espace hilbertien WE (Q) qui (pour k => O0 fixe) est la complétion 


de l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables dans Q pour 
la norme 


ul ( DZ [iDuréz)": (0.6) 


IxI<R Q 
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le produit scalaire est de la forme 


CON) | D°uD°v az. (0.7) 


lai<k Q 


Pour k# = 0, l’espace W! est confondu avec La (Q). 
W, (Q), espace hilbertiez des fonctions de W} (Q) nulles sur 69 
et muni de la même norme et du même produit scalaire que W (Q). 
W° 0 (Q), sous-espace de W? (Q) défini comme l'intersection de 
W, (Q) et de W? (Q). 
W£ (Q), espace de Banach muni de la norme 
ulls co. 22 1 D°u IIreste (0.8) 


$ 1. Fonctions à support borné constantes 
par morceaux élémentaires 


Considérons les plus élémentaires des fonctions à support borné: 
les fonctions en escalier. Voyons à quelles conditions du $ 9, chapi- 
tre 1, elles satisfont et comment elles peuvent remplir les autres. 

Par souci de simplicité, on envisage le cas d’une seule variable 
indépendante: Q = |a,bÎ CR. Soit sur [a, b] le réseau a — 
= To << T1 Dh << TN_1 << TN — b, 
k = Li — Lit — max ki, i— 1, 
2, ..., N. On a ainsi subdivisé [a, b] — 
— ( en N sous-domaines (éléments finis) 
Q; = ] Zi_u TL; [, il — 1: ..., N. Défi- 
nissons sur chaque ]z;1, x; [la fonc- 
tion caractéristique (fig. 10) 
1, z €] Tino Zil, 
0, z 4] Ti-1s Zil. 

Fig. 10 Prenons le système de fonctions {:;} 

pour base dans la résolution du problème 

considéré (par exemple, d’une équation intégrale de Fredholm 
dans L,(Q)). Désignons par H}X l'enveloppe linéaire des fonc- 


tions pr (x), i = 1, ..., N. 
Etudions quelques propriétés des fonctions de base. Observons 
tout d’abord qu'elles sont linéairement indépendantes et, de plus, 


(qu, px) = 0 pour iÆ k, (qu, qi) = hi. (1.2) 


L'ensemble H, est contenu dans un espace L, (Q), p = 1. 2, ..., 
quant aux propriétés d'approximation de ces fonctions, elles sont 


exprimées dans le théorème suivant : 


0 I... Z;-1 Z: … O “Ty P; (x) Es (1.1) 


8 1] FONCTIONS CONSTANTES PAR MORCEAUX 99 


THÉORÈME 1. Pour toute fonction u (x) € WE (Q)il existe une 
combinaison linéaire u, (x) € HN, telle que 


u— ur lz,@<ch || Ii a p=1;2,...,  ‘(1.3) 


où la constante d'est indépendante de h,; et de u, et la norme sur Wi 
est définie par 


du 
= IL ——— L 
Bel = lee +] fe 


DÉMONSTRATION. Prenons pour u, une fonction de la forme 


N X4 
uy(x)= UP (x), ui = + | u (E) dE. 
i=1 X4_ 
Alors pour p<< © 
b N  *} 
Iu-u ls [lu—urpPa=S [iu-upPar- 
on i=1 x,_, 
cN %j A 
=) [lu (u®d&Pa- 
1=1 X{_ Xy_1" 
N %1 X{ 
=> [5 ua-veæfar- 
i=1 x, _,t Zi 
N T1 xt x 
=> [| ( æœf an! ae 
ti xj xp ë 
FN xi x X{ 
<D ff a ( ]Srlen és 
six CT 
N x} 
= Yh, ( { — an)’. 
‘ei Z1-1 


L'inégalité de Hôlder 
| ( (7 (x) v (x) dz|< ( ( [u (x) az)” ( v(z) Paz)" 
Q 01 à 
g>1, 1/p+1/g=1, 


9 


PCR (1.4) 
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nous donne 


É du É q 1/q t du |P 1/P 
Lun tan)" ( [| e)?, 
X4_1 x X{_1 
jen À Fan 
Xi-1 Xg_1 
Donc, 
N X{ 
Iu—u le, SX Rite | |EPare 
i=mi 


X{_1 


b b 
du |P du |P P 
< ; [1< 2 Is 


Considérons la différence u—uy Sur l'intervalle]z;_,, zx,[ pour 
l'espace L,; on a 


ju-ur|=[u (9 Î -bæl=|4 | (ou @)& |= 


X{1 X1-1 


x 
1 du | 
=|5 l dE | dn|<h, sup vrai vo 


xp n xE)x; ' cl an 
[Fu —uy _ Lo 
Ce qui prouve le théorème. 

De ce théorème il s'ensuit que le système de fonctions {; (x)} 
est dense dans tout espace L, (Q), p = 1, 2, . .. (ou bien que la 
suite de sous-espaces {7 ,} est dense à la limite dans L, (Q), p = 
="1, 2 
“Voyons maintenant si le système {œp;} satisfait la condition 
d'indépendance linéaire uniforme (on sait du $ 9, chapitre 1, que 
cela se répercute sur la stabilité de l’algorithme). Supposons, pour 
fixer les idées, que le système {æ,} est considéré dans l’espace À = 
— La (Q). L'indépendance linéaire uniforme de la base implique 
que les valeurs propres de la matrice 


; h 
M = (Mi; = (qi, Ps)) — | . 


soient bornées supérieurement et inférieurement par des nombres 
>0 indépendants de N = N (h). On remarque immédiatement que 
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cette condition n'est pas remplie ici par les fonctions ; (x) choi- 
sies. Elle le sera cependant si l’on norme les fonctions {; (x)}. 
On est conduit ainsi à des fonctions en escalier normées (pour ne 
pas encombrer l'écriture, on gardera les anciennes notations de 


qu (x)) 
1 1, x €] Ti-1 zil, 


Pi (x) — Vhi ï 0, zélz;:,, xil. 


(1.5) 


Il est évident que l’approximation (1.3) reste en vigueur, mais la 
condition d'indépendance linéaire de la base est déjà remplie, car 
toutes les valeurs propres de la matrice de Gram M = (M;;,) sont 
égales à l'unité, c'est-à-dire sont indépendantes de N = N (h). 
On se sert souvent de cette méthode de normalisation des fonc- 
tions à support borné à laquelle on adjoint des conditions sur le 
réseau dans Q pour rendre les fonctions de base uniformément libres 
(ou fortement minimales). | 
Etudions en conclusion le cas d’un domaine multidimensionnel 
Q € FR”. Pour définir des fonctions conslantes par morceaux, sub- 
divisons ce domaine en parties Q,, i — 1, 2, ..., N, jouissant des 


N 

propriétés suivantes: 4) U Q:=9Q; 2) NQ; =@, ir j; 
i=1 

3) max diam Q;, < h, où diam Q,; — sup |z — y |, x, y E Gi, est 


? X,Y 
le diamètre du domaine Q;. Les fonctions de base considérées dans 
L: (Q) peuvent être définies comme suit: 


= 1 1, Z—=(z,,...,Zn) EG. 
Pi D = son: 0, z€Q.. 


On étudie les propriétés de ces fonctions comme en dimension un. 


$ 2. Fonctions de base linéaires par morceaux 
en dimension un 


Dans ce paragraphe et dans les suivants, on étudie des fonctions 
à support borné largement utilisées dans la méthode aux éléments 
finis, en l'occurrence, les fonctions à support borné linéaires par 
morceaux appelées souvent fonctions toits. Dans ce paragraphe on 
se penche sur le cas monodimensionnel de ces fonctions. 

2.1. Construction des fonctions toits. Supposons que les fonc- 
tions u (x) que nous voulons approximer sont définies sur le domaine 
fini Q = [a, b]. Considérons le réseau a = 7071 <<... In 1< 
< TI y = , 


Riz — Zi, Rk = maxk,, = À 45 NN (2.1) 
Î 
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et attachons à chaque nœud la fonction (fig. 11) 
T— Ti 
RE, 2Elzis Al, 


Lin TXT 
he) 2€] ts, Zi, 


ci 
| LE] Zimys Tamlè=1,..,N—1;: 
{ 0 


Zi —T 


N €] TZ ? TZ {, 
== hi : * : 2.2 
Po (æ) 0, TÉ] To Lil; Se. 


T—IN-1 
ex (= |" 
0, TÉ]Tn-ss Enl: 


J1 est évident que ces fonctions sont linéairement indépendantes et 
chacune d'elles est non nulle seulement sur un intervalle de longueur 


, TL €] TN -15 Zn: 


D (Z) Pr (I) 


Te Ti Zées To Ty Zw-1 Ty 
Fig. 11 


2h environ. Désignons par H}% l'enveloppe linéaire de {p:}. Les 
fonctions de A, sont des fonctions linéaires par morceaux continues 
dont la dérivée première est de puissance p-ième (p fini) intégrable. 
Donc, H4; cC(Q), Hy = W!(Q) et l’ensemble HY, peut être 
désigné par C, (Q) ou W;:" (Q) selon l’espace dans lequel est posé 
le problème d’ approximation par {q; (x)}. 


_Si l'on prend vy = ÿ api (x) € Hn, alors il est immédiat 
i=0 


rs remarquer que vw (z:) = & et, par suite, les coefficients de cette 
combinaison linéaire admettent une signification évidente: le 
coefficient a; en ; (rx) est égal à la valeur de la fonction v, (x) 
en "x. Signalons que les fonctions {Pi (x)} définies par les expres- 
sions (2.2) sont presque orthogonales, c'est-à-dire que le produit 
scalaire (par exemple, dans L, (Q)) est non nul uniquement pour 
les fonctions voisines: 


b 
| qu (2) ps (a) az 


+ 
d 


=0 pour [i—j| >1, 


2.3 
Æ0 pour |[i—j|<1. E) 
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Cette propriété est la cause du fait que le système obtenu par la 
méthode aux éléments finis en prenant les fonctions (2.2) pour 
base, possède une matrice creuse. 

2.2. Approximation. Considérons les propriétés d’approximation 
des fonctions (2.2) ou, ce qui revient au même, des ensembles H y, 
enveloppes linéaires de {qi}. 

Rose Siu (x) EW2 (Q), il existe alors une fonction ur € 
EHx Wir (Q), telle que 

fu —u |Îroco) <Ch? |] u Î1w2ç0) Ù (2.4) 
Il U—U; Il ybco) < Coh || u lg (2) ? (2.5) 
où les constantes c:1 et c, sont indépendantes de h et de u (x). 

DÉMONSTRATION. La fonction u (x) € W1 (Q) (et à fortiori u (x) € 
€ W2 (Q)) étant continue en dimension un, elle prend une valeur 
finie u (x;) en tout nœud z4, i = 0, 1, ..., N. On peut donc envi- 
sager la combinaison linéaire 

N 


Ur (x) = à u (x) pi (x). (2.6) 


Evaluons la différence u — u, en un point quelconque z € 
E]zx:1. til. A cet effet, écrivons les identités suivantes en tenant 
compte du fait que la fonction u (x) est linéaire par morceaux et 
dur (z)/dz = (u (xs) — u (x); pour z E]z:, xl: 


u(xz)—u,; (x) — | À (u— ur) dr = 


X{_1 
x 


= | ET ue CIONFE _ 


“js 


_ [ HE — Er ]2= 
X—1 


- [en + | D 47 s' | dr" = 


Xp X{_1 


1 ja [puma jar 


< x’ 


h 
CS 
Û 
es 

ñ# 
LOS 
U 
ps 

' 
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Appliquons l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski à (2.7) en élargis- 
sant l’intervalle d'intégration : 


x 


lu(z)—u; (2 1< _ far (a ( & ( ee 


dE2 
X{_1 X7-1 X{_1 


at: 
ce / | Fe À dE, zx €] z;-,, zxil. 
X 1 


dŒ < 


Donc, 
“i 
un [2 

lu(r)-u (re | [Sd 

Xi-1 
X4 * 4 de 
| [u(z) —u, (x) Par<ht | Fr | de. 
X{_1 X4-1 


En sommant les dernières inégalités sur i = 1, ..., NV, on ob- 
tient (2.4). 

Si maintenant l’on dérive d’abord (2.7) et qu’on effectue ensuite 
les mêmes raisonnements et majorations, on obtient (2.5). 

On démontre de façon analogue (à partir de l’identité (2.7)) 
le résultat suivant : 

THÉORÈME 2. Si u (x) € W?,, il existe une fonction ur € HN pour 
laquelle & 


Iu—u; le <csh?|| u lys u— ur fly KA u Ile (os - 
Si u (x) E C (Q), alors 
Lu — ur lle ç  ch° [lu [lcuxo. 


Les constantes cs, c; et cs sont indépendantes de h et de u (zx). 

Des théorèmes 1 et 2 il s'ensuit que la suite des mere H x 
est dense à la limite dans chacun des espaces W} (Q), C (QG), W., 
L> (Q). 

2.3. Indépendance linéaire uniforme. Remarquons que dans 
H = La; (Q) les fonctions œ:; (x) de la forme (2.2)ne sont pas uni- 
formément libres, mais on peut faire en sorte qu'elles le soient en 
introduisant des conditions subsidiaires. Supposons que 


h << C min LR (2.8) 


où la constante c est indépendante de k;, et de la subdivision de Q 
en Q; =] zy x Zi l, à — 1, ..., N. Considérons des fonctions toits 
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normées 
Re, 2€z, zil, 
| 
RE 31 — 2. 
Pi (x) Vh ro à z €] Z;; Zi+4l ( 9) 
0, ZÉ] Ti. Zinl, 
i=0,1,...,N 


(pour i = 0, N, on a affaire à des fonctions semi-toits). Les fonc 

tions (2.9) sont douées des mêmes propriétés d’approximation que 

les fonctions (2.2). Pour prouver les théorèmes 1 et 2,il suffit de 
N 


prendre uy (x) = D) Vhu (x:) qi (x). Les fonctions (2.9) sont déjà 
Î 


uniformément libres dans La (Q), c'est-à-dire qu'elles sont justi- 


ciables de la relation (pour vx = à api (x) 
1=0 


N 
Ce || @ Île = Ce y£ ai < || v I|Leo = 
à 1/2 
=(2 aja;(qu p))'?<c:flall. (2.10) 


o J— 
où les constantes c, et c, sont indépendantes de k — hk (N). En effet, 
la matrice M d'éléments M;; = (1, y) est de la forme 


Oh, h - 
6 6 
hi 2(h1+ ha) 
6 5 
a : 4 . CE] 
ET | | 
2(kxv1+hN) hx 
6 
hv 2hn 
6 6 


Le théorème de Gerschgorin qui dit que les valeurs propres d’une 

matrice À = (A;j), à, j = 1, ..., N, se trouvent dans la réunion 

des disques | À — a; | < > la;l, i=1,..., N, nous permet 
ER 

d'estimer les valeurs propres À; (M) de la matrice M: 


min À; max h; 


GE LA (M)< — e 
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En vertu de (2.8), il vient 


1/(6c) SA, (M1. (2.11) 
De là on déduit (2.10), où ci = 1/(6c) et c; = 1, puisque 
N 


Gta, aj= 5 Muse; max À (M) la |, 
(fa, 8),> min À (M) la If 


Si les pas du réseau diffèrent sensiblement l’un de l’autre (c'està- 
dire cest relativement grand dans (2.8)), alors l'écart entre la 


plus petite valeur propre À in (M) de la matrice M et la plus grande-a- 
hs (11) est considérable. La petitesse de Àmin (M) par rapport 
à Anax (17) caractérise la proximité de la base {pi} et d’un système 
linéairement dépendant. C'est pourquoi le rapport k (M) = 
= | Ànas (M) VE Ain (W) |, appelé nombre de conditionnement spec- 


tral de la matrice symétrique W, est souvent pris pour mesure de 
l'indépendance linéaire de la base {p;}. 


EXEMPLE 1. Supposons que dans la matrice M ci-dessus N = 
— 10, 20, 50, À = 1/N et 


1h=hk il, ...,N; 

2) h; = 0,0001 k, k, — 1,9999 k, hk;, = ... —=hy —=h; 

3) R, = ... == n2 = 0,0001 , Rhyot1 = > ee = hN = 
— 1,9999 À. 


Le tableau 1 représente les résultats des calculs de À,in (M) et 


Amax (M). 


Tableau 1 
N 10 20 50 
cas min émax GO! Amnt9  |'Amox MD!  Amin M) Amax (M) 
4 0 ,24982 0,98564 | 0,25000 0,99616 |0,25000 0,99936 


2 |0,33333-1074 | 1,24495 |0,33333-1071 | 1,24495 |0,33333.1074 | 1,24495 
3 |0,25018-10-4 | 1,89978 | 0,25000 -1074 | 1,97118 |0,25000-1074 | 1,98092 


Les résultats exhibés montrent que si le réseau est uniforme, 


alors X (M) est borné par une quantité 2. Si l'écart entre les 
longueurs des pas est trop fort, alors il en est de même de l’écart 
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entre Ann (M) et ÀAuax (M). On voit donc qu'on a intérêt à prendre 
des pas du même ordre de grandeur. 

2.4. Fonctions toits modifiées. Si donc la fonction u (x) donnée 
admet des dérivées secondes de carré sommable, on peut alors cons- 
truire avec les fonctions linéaires par morceaux une combinaison 
linéaire u, de HN vérifiant (2.4) et (2.5). Mais souvent la condition 
u (x) € W2(Q) n’est pas remplie pour les solutions du problème. 
Considérons par exemple un problème dans lequel les coefficients 
différentiables par morceaux p (x) et qg (x) subissent une disconti- 


nuité de première espèce en un nombre fini de points zx, Ela,bl, 
É — 1, ee oe °2 . 
du 


— + pi +a(mu=f(s); 


u (a) —u(b)-=0, 


u (Zi +0) =u (2 —0)se GE. 


_du _ , 44 
Pal Pal 


où p > Po = const > 0, g(r) > 0,/fE La. 
On peut prouver que u é W2(Q). La solution de ce problème 
satisfait l'inégalité 


| Lo C Î Î [L,ca) <oo ’ 


et pour résoudre de tels problèmes on a parfois intérêt à introduire 
les fonctions toits modifiées 


d__ du 
ds Pa 


Xk x 
de d& _\-1 : 
i— | P (®) Î D) » TETzru ml 
x XhR 1 
QH=) = ser (2.13) 
T6 | 76)» sEla sul, 
XR Xk 
0 LZÉ]Tr is Tuts [e 


(Il est évident que Qo (x) et QN (x) sont des semi-toits.) Désignons 
par HO l'enveloppe linéaire des fonctions {Q, (x)}. Il est immédiat 


de remarques que 49° & Wiet Hÿ &C (a, b). 


THÉORÈME 3. Siune fonction u (x) continue sur ]a, b[ vérifie 
l'inégalité 


ua =] 0 |. <o, (2.14) 
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où p(r)> Po 0, il existe alors une fonction u; EHÿ" telle que 


lu —u; |Îr, <csh? || u ||4, (2.15) 
b 
lu —u, lfyie LC | (pl + (u —u) F+ |u—u, Far) *< 


<œhllullas (2.16) 


où les constantes c; et cy sont indépendantes de h et de u (x) 
DÉMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que la substitution 


_f_& _ 7 
y= À = (x) (2.47) 
xi 
envoie les’ points x; dans y; — { TS et Q; (x) se transforment en 


d'ordinaires fonctions toits ®; (y) de la forme (2.2), dépendant de la 
b 


variable y etl définies sur l'intervalle ] 0, TI, où T — ($. 


a 


En posant U (y) = u (x (y)), on met (2.14) sous la forme 


diU (y) |? dy 
dy P (x (y)) 


<T ©. 


N 


Prenons u,(x) de la forme u,;(x)= >, u(x;)Qi(x). On a alors 
{=0 


1b T N 
fiu-upree(pEWlU-S ua ax 
a n i=0 


T N 
2 
<IlPllzste. | |U— X U (0 of ay. 
0 


i=0 
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En reprenant les raisonnements du théorème 1, on obtient 


b T N 
fiuupas<lple, | ]U— DU (0 9: fa 
a 0 1=0 


T 
<||P II, € max (y: —y; 1) [5 _ 
- 0 


diU 
EE 


__ dy 
PU) — 


T 
<||PIIL, c max (Yi —yr-4)" | 
0 
= || p 


IL. c max (yi— Yi) IA 
L’inégalité | y; —y; |] TZ: —Zr-1 |/po nous Fa 


Pl. 


I 
un lé, Se ché |] 2 If, 
c’est-à-dire (2.15). Par ailleurs, 


d b 
[£uw-unfa<e (ra (u-un)"ar= 


N T 
d 
a (VU-2vWam)fass [la 
De là et de (2.15), on déduit (2.16). 

EXEMPLE 2. er e up 


+ p(x) + — +a(u=f(x), 
(2.18) 
u (a) = (b) = 


où p(z) >0, g(x) > 0 sont des fonctions assez différentiables, 
f (x) € La (a, b). Construisons l'espace HN) des fonctions définies 
par la formule (2.2) parmi lesquelles nous chercherons la solution 
approchée par la méthode de Ritz pour la norme de l’espace énergé- 
tique. 

L'espace énergétique À, correspondant à l’opérateur du problè- 
me est muni de la norme 


= 


__—_— 
my] Ieléfoier 
a 
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Désignons par HYX l'enveloppe linéaire du système {;,}. La condi- 

tion u (a) — Ô étant essentielle, elle devra être satisfaite par les 

fonctions parmi lesquelles nous cherchons la solution approchée. 
N 


On ne retiendra donc des fonctions de H, que cellesuvr = à a;qi (x) 
i=Ù 


qui satisfont la condition uwn(a) = 0. Ceci revient à exiger 
que ao = 0. La condition a (b) = 0 est naturelle, donc les fonctions 


de H°? neYsont pas forcées de la satisfaire. 


On peut donc chercher une solution approchée dans HW © H, 
sous la forme 


N 
HN = 0, : op = 2 a;p, (x)}. 


EXEMPLE 3. Si les conditions aux limites de (2.18) sont de la 
forme 


u (a) = w(b) = 0, (2.19) 


alors elles seront toutes deux essentielles. Aïnsi, les fonctions parmi 
lesquelles on cherchera la solution approchée sont de la forme 


N-1 


Un — > a;pi (x); (2.20) 


elles forment le sous-espace H4") €] H 1. Comme A, est confondu 
avec W: (Q), il vient H®? & W:" (Q). 


$ 3. Approximation linéaire par morceaux sur un rectangle. 
Sous-espaces WI? Wi.' 


Considérons maintenant le problème d'approximation par des 
fonctions à support borné linéaires par morceaux de deux variables 
dans un rectangle Q. Comme dans les deux paragraphes précédents, 
on étudiera d’abord des fonctions de base non normées et ensuite 
on les modifiera de façon à ce qu'elles satisfassent la condition 
d’indépendance linéaire uniforme. 

Soit donc à approcher dans le rectangle Q = {0<z< a, 
0 < y < b} une fonction donnée u (x, y) € W? (Q) & C (Q) par des 
fonctions linéaires par morceaux. Subdivisons ( en sous-domaines 
Q;; par les droites 2 = ih,, ys = jh,, R. = alN,, h, = bIN, 
(N:, N, sont des entiers >0) et partageons ensuite chaque rectangle 
(y par une diagonale comme indiqué sur la figure 12 (autrement 
dit, réalisons une triangulation du domaine Q). A tout nœud (x;, yj), 
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i—0,...,N,,j —0,..., N,, attachons une fonction ;; (x, y} 
égale à un en ce nœud, nulle en les autres et linéaire sur chaque 


Fig. 12 


triangle. Chacune de ces fonctions p;y (x, y) peut être exprimée 
par une fonction standard o (s, t) de la forme 
1 —s, sE[0, 1], tE[0, S], 
1—t, sE[0, 1], DE [S, 1], 
1+s—t, sE[—1, 0], tE[0, s +1], (3.1) 
1+s, sE[—1, 0], tETs, 0}, 
1+t, sE[—1, 0], tE[— 1,5], 
1—s+t, sE[0, 1], tE[s— 1, 0]. 


Le support de cette fonction est représenté sur la figure 13 et son 
graphique sur la figure 14. 


Ps »t)= 


pt) 


Fig. 13 Fig. 14 
Les fonctions œ;(x, y) peuvent maintenant être représentées 
par 
Qu (x, y) = q(zlh, — i, ylh, — j); (3.2) 
ces fonctions sont souvent appelées fonctions de Courant. 
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Associons à la fonction donnée u (x, y) E WS (QG) C'(Q) la 
collection de nombres 


Li — u (za, Y}) L'— 0, 1, ._. N,, j = 0, 1: rates Ny, (3.3) 
et formons la combinaison linéaire Hé 


N, Ny 


Ur (z, y) = D à uiyPis (2, y); (3.4) 


40 j=0 


qui s'appelle complétée linéaire par morceaux de la fonction u (x, y). 


Il est évident que u, EC (Q)N Wi(Q).SiuE€ W: NA WA, on a auto- 
matiquement 
Ne Ni 


lea S ufr, y)= D) D) UWiypus(z, y) (3.5) 


he 1=1 je 
EN (la sommation est réalisée sur les nœuds 
L strictement intérieurs à Q), c'est-à-dire 
ae » à e 7 ur € W: (Q). 
| Exhibons quelques identités valables 
Fig. 15 pour toute fonction uw (x, y) € C®) (Q). Asso- 
cions à cette fonction la combinaison linéai- 


Nx Nu 


re ur(x, y) = à 2 u (z:, y5) Œy (x, y) et considérons la diffé- 


rence u (zx, y) — à I (à y) sur le triangle T de la figure 15. On a 


u(hx, 0) —u (0, 0) _ 
a 


h, 


0 


(4) ) 
= (u ur) = (x, y) — 


he 


+ [se DE + TE 0) ]d- 


i.e. 


ua ([festls | ae 60 
0 E 0 
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Pour la dérivée par rapport à y.on obtient de façon analogue: 
; [" 
Fun) = SE (es y) — F | 

0 


ou 


FA (2,, £) dE = 


y 
+ |[Sen-t, + DL 0 D] 
0 


US 


‘ j°u K u 
= | (| Ze (es De) TE (4, E) dt) dE. (3.7) 
0 E n. 
Comme (u — uz;) (0, 0) = O0, il vient 
(u—u;)(x, y)=(u—u;)(x, y)—(u —u;)(x, 0) + 
+(u—u;) (x, 0) —(u —u;) (0, 0) — 


V 
= [EL (3, 9) dg + | ED (p, 0) dp. 


0 
La relation 


“At (p; 0) 


9 (u—ur) O(u—ur) dé (u—uy) ”_ 
Ts QE 0 (P; En (P; — (P;, y)= 


(au ur) 
| 


ur) 
op (P.q')dg + EL (p, y) 


nous conduit à la troisieme identité 
y 
o(u—ur) ) 
Qu) (x, y)= | EL (7, dr fée y) dp— 
U 


x 


Citons quelques résultats concernant l'approximation par les 
fonctions {œ;; (x, y)}. 


THÉORÈEME 1. Si u (x, y) E W£(Q), il existe alors une fonction 
ur (x, y) de la forme (3.4) satisfaisant les majorations 


lu—urlliço<ch?ulls0 (3.9) 
Il U—Ur IRE ! 10) SCA Il (74 Îl12 2(Q)° (3.10) 


où h — max(h,, h,) et la constante c est indépendante de h et de 
u (z y). 
8—01526 
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DÉMONSTRATION. Supposons tout d’abord que u (x, y) E C'*’ (Q). 
Posons 


SN, 
ui (xs D=S 5 (ris Y5) li (2 y). 
i- Ve 0 


En se servant de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on déduit 
partir de (3.6) 


à 
Île @—uf dir dy< 


F- | (ET y) du + | Ha dv) d8 [du 


2 . 
< chu ls, 


et respectivement à partir de (3.7) et (3.8) 


d 2 9 = 
| | 7 (u— ur) | dz dy<ch?||ulhy2r 
T 


| L(u—u,)|2 dx dy chi |]u |'£» 
T 


1 ZT) 


où la constante commune c est indépendante de k,, k, et u (x, y). 
Il est immédiat de remarquer que ces relations sont valables pour 
tout triangle T;;. En sommant les résultats obtenus sur tous les 
Tiy, on obtient (3.9) et (3.10). 

Supposons maintenant que uw (r, y) € W°(Q). On ne peut plus 
ici écrire les identités (3.6), (3.7) comme précédemment, car les 
dérivées par rapport à x et à y peuvent ètre indéfinies. Dans la 
démonstration de (3.9), (3.10), on tourne cette difficulté de la ma- 
nière suivante. L’ensemble de fonctions C‘%’(Q@) étant dense dans 
W? (Q), on choisit une suite {um} © C‘?(Q) convergeant vers 
u (x, y) pour la métrique de W*° (donc, pour celles de Wi et L, (Q)). 
Soit 


Um,r = 2 2 Unis Yi) Pay (ZX Y). 
i—0 7=0 
Alors 
|| U—Un,r Îlwdcor < [fu — Un Îlwkco + Ï Um Un, Îly gro < 


Lu un lhvso chu, Ilwaço). (3.11) 


Or, toute fonction v € W? (Q) est continue et satisfait la majoration 
Lo Ile ç & € Ilv Ilwica, donc, de la convergence de u» vers u 
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pour la métrique de W°(Q) résulte celle de u, vers u pour la métrique 
de C'(Q). De là et de l'inégalité évidente 


max[u (ri, ÿ;)—um (ri y) max [u—u,; (x, y)l (3.12) 
x, vEQ 


il s'ensuit que toute suite {um (x;, y;)} converge vers le nombre 
Uyy = U (tri, yj). En effet, 


Qu (rss y) — Ur Tu (x y) — um (ris V9) + Mn (ris Vs) — il 


< max [u (x, y)—Uu» (x, y)| + lun(zi, y5) — ul 
x, vEQ 


<clu—unllygo + Um (Zi Us) —u;;|— 0, m —> ©. 
Soit maintenant 
N 


Ur (x, y) = =i U(Z;, Yj) Pis (Ts Y); 


& 


en faisant tendre m—> œ dans (3.11) et comme wi, = u (x;, yj), 
on obtient 


ue 2 lvrto ch lu Il 


On établit de façon analogue (3.9) pour u € W? (Q). C.q.f.d. 


Considérons les espaces W::" et Wan qui sont souvent utilisés 
par exemple dans la résolution des problèmes elliptiques du second 
ordre. Désignons par W!:* l'espace des fonctions de la forme 


Le GiPis (ts y) ou = À ais (2, y), 
1, 


(xs, Y) ED =Q+0Q. (3.13) 


Il est évident que W};" est un sous-espace de W! (Q). (Signalons 
que la deuxième forme d'écriture est commode lorsque Q est un 
domaine polygonal qui n'est pas forcément un rectangle.) 


Si l’ on considère des fonctions u (x) € W, = W;, le sous-espace 


W:, re W: correspondant est composé de combinaisons linéaires 
dela forme 


Ni Ny=i 

} Ÿ 

u'= : an aijPis (Ts y) ou 
1= J= 


ut = Daipis (x, y), (za y3) EQ. (3.14) 
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Voyons si w;; (x, y) sont uniformément libres. Considérons à cet 
effet une fonction (3.4) sur le triangle T = {0<zxz<h,, 0 < 
<y<(h,/h,) r} en la représentant sous la forme 


ur(x, y) = a + bx + cy, (3.15) 
où 
a=U] (0, 0) = Lo; b — ur (hr. TE (0, 0) _ U 0 nu | 
__ Ur (hxe hy)—ur (hr, À) ui —U19 
= hi y on hk, 5 


Utilisons (3.15) pour calculer l’intégrale suivante : 


| ui dr dy — | (a? + 2abzx + 2acy + 2cbxy + b?zx? + c?y?) dx dy — 
T 


he 
= \ dx (a? + 2abzx + 2acy + 2cbzxy :- b?r° + c?y?) dy — 
0 0 
= ee 


(ui + Uio + Mo + Uolys + Uooii + Ugo). (3.16) 


De là et des etes 
I = To (ui + ui + UT Mio + Up + UooU 10) = 
— Le (is + Wio À Woo)? + Ur, + Uio + Ugo) > (ui, + ui + Uno), 
ISSU tutti ru ul ut + uÿ +uh))= 
= + tu ui) 


on déduit les inégalités 
N 


x Ny 
UF; < || Uy ÎlLeco = 
i=0 j=0 
Ve Vy NN, 
=S y | uidrdy<h,h, D Su. (3.17) 
i=13=19;; i=0 j=0 


On constate donc que les fonctions {;;} ne sont pas uniformément 
libres dans Z, (Q). Mais pour que les fonctions de Courant le soient, 
il suffit de les normer de la manière suivante: 


_ Ed; 0, : 
Piy (a y) = Vhhy e (+ L, ky ji), i=0, 1, ...) N x 


j=0,1,...,Ny. (3.18) 
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Le théorème d'approximation est toujours valable (il suffit de 

prendre u, de la forme u; => Vhhu (Zi, Y3)P;j5 (x, y)), quant 
à, J 

à (3.17), elle devient 


c Œui)<| D à 5P; 5 [Lace <> ( à u?; ), (3.19) 
t, t, t, 


C1 = 1/24, c,; = 1, ce qui exprime (cf. $ 9, chapitre 1) l'indépendan- 
ce linéaire uniforme des fonctions (3.18) dans L, (Q) et ainsi que 
la minimalité forte dans W: (Q). 


$ 4. Approximation linéaire par morceaux sur un domaine 
polygonal 


Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier l’approximation 
de fonctions définies sur un domaine polygonal Q & R° par des 
fonctions de base linéaires par morceaux. On subdivisera pour cela 
le domaine ( en triangles (qui ne seront pas nécessairement rectan- 
gles). 

Soit donné un domaine polygonal Q & R°. Subdivisons-le en 
triangles T; de telle sorte que: 1) tout couple de triangles ait ou 
bien un sommet commun, ou bien un côté commun, ou bien ne se 


SS 
D 


Fig. (6 Fig. 17 


coupe pas ; 2) la réunion de tous les triangles soit égale à Q. Désignons 
l’ensemble des sommets (les points de subdivision) par (Po, P;, ... 

… Py), où P; = (xi, yi) (fig. 16). 

Définissons une collection de fonctions {; (x, y)} linéaires par 
morceaux. Pour cela attachons à tout point P; une fonction œ; (x, y) 
égal à 1 en P;, à 0 en P;et linéaire sur chaque triangle. Cette fonction 
est représentée sur la figure 17. 

Pour se donner œ; (x, y) sous forme analytique, il suffit de 
former pour chaque triangle appartenant au support de œ; (r, y) 
l'équation du plan passant par 1 en P; et par 0 en les deux autres 
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sommets. Ainsi, sur le triangle de sommets (P;, P,, Pm), la fonc- 
tion œ; (x, y) est de la forme 


… Ui—Ym ___ TiTTn T1 _NTYm_ __ TT In , 
Pa (æ, y) (: E Un —Ym Tm —Tn | (1 Yn —Ym er) ° GE 
L'expression (4.1) nous permet de définir la forme de œ; (x, y) sur 
tout autre triangle du support de ; (x, y). 
L'indice à étant arbitraire, on admet que 
toutes les fonctions de base sont don- 
nées sous forme analytique. 

À noter que la construction de la 
base est largement tributaire de la sub- 
division de en T7; et de l'ordre de 
numérotage des nœuds du réseau. Après 
avoir numéroté les nœuds et mémorisé 
leurs coordonnées, on peut facilement 
déterminer les sommets qui sont voisins 
de P; et construire ainsi une fonction 
: (x, y) à l’aide de la formule (4.1). La 
construction des fonctions de base est 
donc un problème relativement facile 
même si les nœuds sont arbitrairement 
numérotés. 

Désignons par W;" l’espace des fonctions de la forme 


N 
un (x, y)= À api (z, y), (4.2) 


où d;,i = 0, ..., N, sont des collections quelconques de nombres. 
I1 est évident que W;" & C (Q) NA W!(Q). 

Désignons par 80 > 0 le plus petit angle des triangles T,; € Q, 
par , le plus grand côté de ces triangles, par 8 — (51, s.), un vecteur 
unitaire quelconque, | 8 | = }/ $ — si = 1, et enfin par (s°V) = 
== se — Sage la dérivée suivant la direction de s. 


Etudions quelques propriétés d'approximation d'une fonction 
u (x, y) EC‘? (Q) par des fonctions ux € WI" (Q). Prenons à cet 
effet ur(xz, y) E W!* (Q) de la forme 
: 
ur (z, y)= 2 u(P:) qu, y) (4.3) 
et considérons la différence u — u, pour fixer les idées sur le triangle 
de la figure 18. Les vecteurs s, s°*’,s ‘*” s’écrivent 
P —P; ( Pn —P\; 


= —— , 
|P—P;l? |Pn—P;l? [Pm—P: 


$& 4] APPROXIMATION SUR UN DOMAINE POLYGONAL 119 


Développons (u — u,;)(x, y) en série de Taylor: 
(u—u;) (x, y)=(u—u;)(P;)+(8-V)(u—ui)lr, IP —P;l+ 
+ SRE IP PR, (4.4) 


où P est un point de P;,P non confondu avec P et P;. Or 


C(u— PA PJ 5 0 
EP ) e 2? . M + et|P—P|=V (rx) +(y—y<h, 
donc 
RL 11 — Pr D Du Ilccr, (4.5) 
fil 2 
où 
Ë = (ir. do), 0 és de K2, lil = à + eo 


Dl'lu — ôlilu/(dñix d'y). 


Avant d'estimer le terme (s°V) (u — u;){|p;, montrons que le 
vecteur s peut être mis sous la forme 


s = dis + ds”. (4.6) 


où di, d, sont des constantes. Passons aux coordonnées dans (4.6): 


In—Li Tm — Zi Un — Vi Ym — Yi 
S = d —— + d Re  —— So — À — 2 + d, TD PT + 
; t|P;—Pnl| EN Pi=lad? UPi—Pml | P;—Pn |? 
ou 
S1 = di sin 6, + d, sin 6,, Sa = —d, cos 6, + d, cos 04. 


La résolution de ce système par rapport à d, et d, nous donne: 


. S1 COS O2 — 52 sin Os si sin A, —s2 cos 0, 
1 cos 6sin 0, +sin dc0s601 sin Ô ? 27 
’ : .l 
ni - s1 COS 01 + se sin 0: __ s1 sin 63+ 5 cos 63 (4.1) 
cos 62 sin 0, +sin 0 cos 81 sin 6 | 


De là on déduit les majorations 


VE Ls Vsin + cos 0 _ 1 
CAES sin 6 “sin 0? Id < 6. 


On remarque immédiatement que ces majorations sont assez 
exactes. Pour s’en assurer, on admettra que le vecteur s est dirigé 


dans le sens de PP, et que L. et !, sont assez petits. Dans ce cas, 
d, = d, = 1/sin 6. Si 80 est l'angle minimal, alors, de toute évidence, 


0—6,2>0, sin —20, En <<, cos “1e >0. 


420 APPROXIMATION ET FONCTIONS A SUPPORT BORNE (CH. 2 


Or 


— _u 
sin 0 —sin0,=— 2sin 8— 0% cos L de >0, 


c’est-à-dire que sin 0>sin Le Donc, 


Î 
= sin, 


LAES L'AES (4.8) 


LT 3 


Mettons maintenant (s-V) (u — u;) lp, sous la forme 
(s-V)(u—u;)|p, = d,(s9-V)(u—u;)|p, +d, (8%: V)(u —u;)|r,. 


Pour estimer (s'"'-V)(u —u;) |p;, (s'*’°V) (u — ur) |p;, on peut 
se servir des théorèmes d’approximation par des fonctions linéaires 
par morceaux pour le cas d’une seule variable (cf. $ 2), puisque sur 
P;Pmn et P;P, la fonction u, se transforme en une fonction linéaire 
interpolant u (x. y) et que u, et uw prennent les mêmes valeurs en 
P;, P, et Pn. Donc 


[(8-V) (u —ur)lr, | LI (SV - Vu Ilar,p,1 2h = Du Ilcens 


LGV) Qu ur) lp SR À I DIS fleurs. 
De ces inégalités et de (4.8), on déduit la majoration 
[(s-V)(u—u;)lp|P—P;|I< (141 1(s%:V) ns (Pil+ 
+1d 1 1(sPV) (@—u;) (PHDTP —P:I<« LT >», IDlilu lon, 


1412 
(4.9) 


où c>0. En vertu de (4.9) et de (4.5), on obtient 


>, ND lan SET EE > I Dtilu [lcco- 


[il=2 1il=2 


ch° 
nes |u—u) Er 


Cette majoration s'établit de façon analogue pour tout autre 
triangle. Donc 
ch° : 
lu-ullco<= D ID'ilu Ice, 


sin 0 
li 1=2 


où la constante c est indépendante des paramètres du réseau et de 
u (x, y). 

Considérons maintenant la dérivée de (5% -V) (4 — u,) suivant 
un vecteur fixe s'° en un point intérieur P € T (cette dérivée peut 
ne pas exister le long des côtés du triangle et en ses sommets) et 
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écrivons (par analogie avec (4.4)) 
8-V) (u — u;) (x, y) = (SV) (u — ur) (Pi) + 
+ (829) (8-9) (ù — u3) (P) | P — P; |. 


Or (s-V)(s'”"-V)(u — u,)(P) = (s°V)(s"-Vju (P), donc en déve- 
loppant le vecteur s'°’ conformément à (4.6) et en majorant les- 
constantes d, et d, comme plus haut, on obtient les majorations. 
suivantes : 
, | } | 
sup vrai |(s.Y)(u—u;) (P)|S=- D HN D'ilu Ice, 
PET si U Lil=2 

>, I D'ilu [lceo- 
Li =2 


Regroupons les résultats obtenus dans le théorème suivant. 


D 
max || (80: V)(u— ur) <e = TR 
6 s 


THÉORÈME 1. Pour toute fonction u (x, y) € C‘*’(Q), il existe une: 
fonction u" E W!." telle que 


h ch° : 
uv" lon<= D ID ilu Ici, (4.10) 


sin 0, 
lil 2 


>, HDlilulic,  (4.11)- 


lit. 2 


0). — yh mL 
max HV) @—u) IL os 
où la constante c est indépendante des paramètres du réseau et de la 


jonction u (x, y) et s‘°’, un vecteur unitaire quelconque. 
COROLLAIRE. Si les conditions du théorème 1 sont remplies, alors 


ch 


NS lil 9 
LT) sind [Di ilu lice, (4-12) 


lil? 


0 ; ch : 
max] Qu) ir À Duo. (443) 


= 
x(T;) À 
[il=2 


na | 4 «0 


Pour démontrer ce corollaire, il suffit de prendre pour s‘° les 
vecteurs unitaires des axes de coordonnées. 
On a aussi la proposition suivante. 


THÉORÈME 2. Si u(x, y) E W£(Q), il existe alors une jonction 
ur (x, y) € Wih (Q) telle que 


lu —u; {lo <c fu lu 2(Q) 9 (4.14). 


MAILETUE (4.15} 


he 
lu — ur lu pe Ses | 


où la constante c est indépendante de h, 6, et u (x, y). 
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Ce théorème sera prouvé au $ S. 
Signalons en conclusion que si le triangle T est acutangle, alors 


S,—=C0OSP, S =Ssin, 


cos y sin 6, —sin p cos 6, sin (0, —®) sin 6 
dE | = — © — — = À, 


sin 6 sin 0 "= sin 6 


sin (03+) sinO 
[d21< sin Ô <= — L- 


‘On constate donc qu’on aura intérêt à effectuer la triangulation 
du domaine Q de manière à ce qu'aucun triangle ne soit dégénéré 
{c'est-à-dire que 8, ne soit pas voisin de zéro) et que les angles soient 
du même ordre de grandeur. De ce point de vue, la subdivision de Q 
en triangles équilatéraux semble payante, malheureusement, elle 
n'est pas toujours possible. 


$ 5. Fonctions de base bilinéaires 


Dans ce paragraphe, on se propose sur le cas de deux variables 
d'illustrer comment on peut construire des fonctions de base multi- 
dimensionnelles à l’aide des fonctions toits monodimensionnelles 
étudiées au $ 2. 

Soit à & R° un domaine rectangulaire. Considérons le réseau 
sur (: 


A = to KT <<... Lix = A5 Boy <Y< -.. <yx, = Bi, 


AY == Yn —Ynuyr ALI Ty— Ti. 


Ax= max Azx,, Ay--=max Ay,. h— max (Az, Ay). 
l LA 


Aux nœuds appartenant à Q attachons les fonctions 


T—T;i-]) 
a z ( ETAT zil. 


ER Ed Ti+1TT 


0, TÉTings Tisil; 


U—-yj-1 
Ay] ? 
—= Yj+1 — 
EAU Fa yE]Y), Yjsil. 
0, YGT]Yj-ur Yjuil : 


Qis(x, y) = pi (x) pi(y). 


YyE]y;-1 Yil, 
(5.1) 


$ 5] FONCTIONS DE BASE BILINÉAIRES 123 


Considérons toutes les combinaisons linéaires des fonctions 


Qu (x, y): L 
u= 2 a Qu; (x, y), (ris y) € S2, (9.2) 


qui, il est immédiat de le remarquer, forment l'espace Wi# = 
« C (@) N Wi (Q). Les fonctions @;; (x, y) s'appellent fonctions de 
base bilinéaires. Voyons s’il est possible d'approcher les fonctions 
u (x, y) E C()(Q) par des éléments de Vi". 


THÉORÈME 1. Si u € C{2) (Q), il existe alors une fonction u} € W1:" 
telle que 

fu—urll,< ch | u la (5.3) 
Mu ur li SCA I u co (5.4) 

où la constante c est indépendante de hk et de u (x, y). 
DÉMONSTRATION. Soit u; (x, y) = Di u (xs, yy) Qij (x, y). Consi- 

i,) 

dérons la différence & (x, y) — u — u} sur le rectangle élémentaire 
Qitrn+r = TI LT Titus Yr L'Y L'YxH}- Ecrivons une iden- 


tité valable pour tous (x, y) E Qri1 r+1 en comprenant par zx}, 
Titis Yhe Yh+1  - Ti + 0. . — 0, yr — Ô, yx+1 — 0: 


E(z, y =(z— 2) > Cu Ya) + Y— y) T (Zi y) + 


x x° sn y y” 2 
+ (ar |, par + (ay | EE er 7) dy + 
#1 *| Ur VR 


y 


Le ou dr CEA FT (z’, y') dy’. 


Comme u* ne possède sur Q,,,.,+, qu'un terme du second 


; &tuh du} 
degré de la forme xy (donc, Fr ] et que 
Uh4 
ou} 1 ris ” d°u " ” ” 
0z20ÿ  Artsidbhst ss Î Ôx" y" (', y')dy", 
4 Vh 
on obtient 
CE — 
6 TZ —T!] °u # # 
a) (z — x;) ‘ôz (ze, Ur) = Azja | dx” | EP (x ’ Uk) dx 9 
x} x’ 
x x x’ 
D n o°u 
b) jar | + (z”, yx) dx = (are, yr) dx”, 
x x} %} 


Lun 
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2 OH 
’ "6 , , ” : 
c) \ dx | Or’ dy” (&  ÿ ) dy L CRAN | dz . dy” de 
x, Vr X} 
x # 
5 , d°u 9? U #” # ’ 
x | az (re, Jar , y°)} dy”, 
"+ Yk 


etc. Donc, sur Q,,,:,, l'expression de E (zx, y) devient 


x} +1 * 


à dx’ | a (z”, yx) dx” + 


x’ 


E(z, y) = = 


. 1 


Uns1 Uh 
Y—UR ’ o?u ” n 
+) dy | rs y") dy" + 
Ur y’ 
x x” y y” 
’ y 9? La k ” [2 
+ [az [EG on de + (ay | HE (en y) dy + 
z, Vy, 


*} 


x far (EG, y) a. (6.5) 
D'où il s'ensuit que 
EG, DI<e(e:+ Au.) À Du lets, nn € 
<c (Az? + Ay°) a D! lu llceo, (5.6) 


où la constante c est indépendante de Az, Ay et de u (x, y). 
Donc, 


| ju —u|* dr dy< 
Der, hei 


<c(Az?+ Ay?}? mes (Q,1,n41) C 2, ID't'ullcm)", (5.7) 


| [lu —u}|* dx dy <c mes (Q) (az? + Aye | > 1 Dlflullcux)", 
Q lil=2 


d’où l’on déduit la majoration (5.3). 
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Pour prouver (5.4), il suffit de dériver (5.5) par rapport à x et 
à y et ensuite d'établir de façon analogue les majorations 


(| Lau) far dy<c(az + Aux ( De D'lu lc)", L 
a lit=2 (2.8) 


dx dy<c(Az+Ay} ( À 1 D''ullcwæ) , 
lif=2 
d'où, compte tenu de (5.7), l’on déduit (5.4). C.q.f.d. 
REMARQUE. Si l’on suit la démonstration du théorème 1, on 
remarque sans peine que si les conditions dudit théorème sont 


remplies, alors on obtient des majorations plus fortes (que (5.3) et 
(5.4)), savoir: 


Lu —u#lleç Se (Az? + A) x 1 D'ilu Ilcço, 


—9 
T° 


( | (u—u?) 
Q 


max | @—ui)  <c(z+Ay X Dulce (6.9 


lil—2 


<c(Az+Ay) XI Dulce 
lil=2 


où la constante c est indépendante de Az, Ay et de u (x, y). 
Considérons une modification simple du sous-espace W!-* en 
fonction des conditions aux limites. Pour plus de suggestion intro- 
duisons cette modification sur un 
exemple concret. 
Soit sur le domaine Q de la figu- 
re 19 le problème 


— Au+u-=f(x, y). fEZL,(Q), 


(4) 
max | — (u —u})] 
1,k Il 0y Léo (24, à 


9? , 0! 2. 
A ox  Qy: ? (5.10) 
u |90 = 0. 
Il est immédiat de remarquer que A) Z, 
l'opérateur du problème est symétri- 
que et defini positif sur son domaine Fig. 19 


de définition. On peut donc se servir 
de la méthode de Ritz pour trouver une solution approchée 
de (5.10). La fonctionnelle à minimiser est de la forme 
[| au ou 
F (u) = \ ( 
Q 


LT À 1 2 Ouf) dx dy, (5.11) 


oz | "| oœy 


0y 


quant à l’espace énergétique, il est confondu avec Wi (QG). Les 
conditions aux limites sont essentielles ; donc, le sous-espace de W; 
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dans lequel on cherchera le minimum approché doit être constitué 
de fonctions satisfaisant également ces conditions aux limites. 
On peut, par exemple, prendre pour un tel sous-espace la modifica- 
tion suivante de l’espace W1/: 


4, 


Fun ulhes, (és y) EG, (6.12) 


V 


c'est-à-dire que la sommation n'est étendue qu'aux indices qui 
correspondent aux nœuds strictement intérieurs du réseau, ce qui 
nous donne des fonctions u" satisfaisant la condition u* — 0 sur 9Q. 
Le théorème 1 se formule alors comme suit : 


THÉORÈME 2. Pour toute fonction u € Wi (Q) NC!) (Q) il existe 
une fonction u} € Wir telle que l'on ait les majorations (5.3), (5.4), 


(5.9). 

Dans le cas de fonctions de base bilinéaires, on peut aussi imposer 
des conditions au réseau et normer ; (x) et y (y) de telle sorte que 
les fonctions de base normées dans L, (Q) soient uniformément 
libres. En effet, des calculs immédiats montrent que 


| (> aiÿQs) dx dy = be [aË, à + (an. à + ane 1)? + 
Cp. l+1 i, 
+ ds. (GR GR) + (Qn 2 + nes r + On tes + Gran te) + 
+ (Qui + dues. 2e) + (Qu. 141 + Gas. 161) + GR, 161 + GR 1e] 
D'où l’on déduit les inégalités 


_. min (Az3) min (Ayn D ai < 
i, À 


< | be aiyQi; (x, y))® dz dy < 5e (Az) Ar (Ayo) di dj. 
D  i, i, j 
Si donc le réseau est soumis aux contraintes 
Az = max (Azx,)<c, min (Azx;), 
: ‘ (5.13) 
Ay = max (Ays)<c, min (Ayi), | 
1 l 


où les constantes c1 et c, sont indépendantes des paramètres du 
réseau et si l’on a introduit les fonctions de base normées 

4 e Lé e ? 
rer 1 (7, y»)}, alors ces fonctions seront douées des proprié- 


tés d’approximation (théorèmes 1 et 2) signalées plus haut ainsi 
que de la propriété d'indépendance linéaire uniforme. 
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$ 6. Fonctions de base quadratiques par morceaux 
sur un réseau triangulaire. Notion d’approximation polynomiale 
par morceaux de degré élevé 


Dans ce paragraphe on étudiera des fonctions polynomiales par 
morceaux à support borné de degré plus élevé que dans les paragraphes. 
précédents. Les principales méthodes de construction de telles 
fonctions seront illustrées sur l’exemple de fonctions quadratiques: 
par morceaux, cependant elles pour- 
ront au besoin être appliquées 
aux fonctions cubiques par mor- 
ceaux (et de degré plus élevé). 

Soit donnée dans un domaine 
polygonal Q € R° une triangula- 
tion de nœuds P; = (r;, y;) (Fig. 20). 
Introduisons des nœuds supplémen- a 
taires aux milieux des côtés des 
triangles et supposons que le NRNSANNNN 
nombre total de nœuds est N +1. NE NNERRN 
A tout point P;, 0OLi<N, 0 z 
qu'il soit sommet ou milieu d’un Fie. 20 
côté,  attachons une fonction ? 

@: (x, y) et exigeons que: 1) le support de q; (r, y) ne soit composé: 
que des triangles qui admettent P; pour sommet ou pour milieu 
d'un de leurs côtés: 2) œ; (x, y) soit un polynôme du second degré 


RS NN EN EE 
SERRES 


sur chaque triangle. Pour construire une telle fonction œ; (x, y), 
considérons un seul triangle T; € supp ç; *) de sommets P;., 
P;,, P;,et désignons par P;,, P;,, P;, les milieux de ses côtés (fig. 21). 
La fonction ®; (x, y) est définie sur 7; par un polynôme du second 
degré. soit 


Qu (2, y) = aix + bizy + ciy° + dix + ey + fr. (6.1) 


*) supp f; désigne le support de la SL qu (x, y), c'est-à-dire l'ensem- 
ble des points (x, y) tels que m; (x, y) Æ 0 
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_Admettons que æ; (x, y) est attachée au point P; = P;.. Les coeffi- 
‘cients &@;, .-. ., f; se déterminent à l’aide de l'algorithme simple 
suivant : on exige que ; (x, y) soit égale à 1 au nœud auquel elle 
‘est attachée et à O dans les autres, c'est-à-dire que 


qi (Pi) = Gi, O<Ki, j LAN, (6.2) 


-où Ô;, est le symbole de Kronecker. Il est évident que ; est identi- 
-quement nulle sur les triangles n'appartenant pas à son support, 
-quant aux conditions (6.2) qui sur T; € supp œ; s’écrivent 


Pie (Pin) = Biigs OSAKS. (6.3) 
-elles nous conduisent au système 


ai Ti, Hi ti,Vi, T CV Fi Tin ei din so fi, = dir 


OSkS5, (6.4) 


-qui est soluble. En reprenant cette procédure pour les autres triangles 
du support et ensuite pour toutes les autres fonctions de base, on 


1 SERRE TN) 


Fig. 22 


<onnaîtra tous les coefficients a;, . . ., f; de (6.1), coefficients avec 
lesquels on définit ensuite n’importe quelle fonction de base (quel 
-que soit le nombre de fois qu'elle est utilisée dans l’alzorithme numé- 
rique). La figure 22 représente les fonctions q; (x. y) et qi, (x, y) 
attachées aux points P; — Pi et Pi. 

A noter que dans de nombreux cas il suffit de trouver la forme 
‘explicite des fonctions de base par le procédé suivant. Supposons 
qu’on demande de définir la fonction œ;, (x, y) sur un triangle T,; 
(cf. fig. 21). Considérons tout d'abord le triangle Æ de la figure 21 
dans un système de coordonnées OX, OY et construisons sur £ 
une fonction de la forme Do(X, Y) = aoX° + boXY + coY*° + 
+ doX + eoY — fo- 

Déterminons les constantes &@o, . . ., fo à partir de relations 
‘identiques à (6.4), c'est-à-dire à partir de la condition que D, (X, Y) 
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soit égale à 1 en (Xo, Yo)età O0 en(X;, Ÿ), à = 1,...,5. En consi- 
dérant d’abord les points (X0, Yo), (X1, Y1) et (X2, Y2), on obtient 
le système d'équations 


do 0 + b5-0 + co°0 + do-0 + 00 + fo = 1, 

1 
Go + bo 0 + Co-0 + do + 0° 0 + fo — 0, 
do” 1 + bo°0 + Co* O0 + do- 1 + ep°0 + fo =. 

D'où l’on déduit que fo = 1, 4o = 2, do = —3. De façon analo- 
œue, Co = 2, 60 — —3. Ensuite à partir de l’équation D, (1/2, 1/2) — 
= 0 on trouve que bs = 4. Donc, la fonction D, (X, Y) = 2X° + 
+ 4XY + 2Y? — 3X — 3Y + 1. 

Pour trouver maintenant la forme de la fonction @;, (x, y) sur 
T;, il suffit de faire un changement de coordonnées qui amène le 


triangle T; en E et le point (x:,, yi.), en (Xo, Yo). Cette transfor- 
mation *) des coordonnées est donnée par les formules 


Gris —zio) (U—yio) — (vis —Y10) (T7 —Zio) 
(ris —zio) (y — io) — (is —Yio) (&—%i0) 
Gi —-2i) (is — io) — (io —Vto) Gi —2t0) | 


= 


Y 


En définitive, sur T'; 


Pio (&: 9) = Do (X (x, y), Y (x, y). 


La forme des autres fonctions de base définies sur 7’; s'obtient par 
un raisonnement identique. 

Désignons par H y, l’ensemble des combinaisons linéaires de la 
forme 


N 
uh(z, v)= À aqu(z, (6.5) 


et étudions quelques propriétés des fonctions de À y. 

Il est évident que À}; est un sous-espace de W:: H, = Wih & 
c Wi. Par ailleurs, les fonctions u" € H\ sont continues sur Q. 
Pour prouver ces propositions, il suffit de montrer que u" est conti- 
nue sur les côtés des triangles. Sur chaque côté, u" est un polynôme 
d’une variable du second degré. Ce côté contient trois nœuds: deux 
sommets et le milieu. Comme un polynôme du second degré est 
défini de façon unique par trois valeurs aux nœuds et que ces valeurs 
sont les mêmes pour deux triangles voisins (les valeurs aux autres 
nœuds n’exercent aucune influence sur uw" le long de ce côté), alors 
on a ce qu’on voulait. Donc, Hy € Wi NC (Q). 


*) On trouvera des transformations identiques au $ 8 de ce chapitre. 
9—01526 
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Si pour une fonction donnée u € Wi NC (S) on construit l’inter- 
polation quadratique par morceaux 
N 
ur= Du(Pi)qu(z, y), (6.6) 
alors u; — 0 sur 0Q, puisque trois valeurs nodales (donc, le polynô- 
me tout entier) sont nulles sur le côté du triangle confondu avec 62. 


THÉORÈME 1. Si u(xz, y) ECS (T), où T est un triangle de la 
subdivision de Q, alors l’interpolation u, définie par (6.6) vérifie Les 
majorations 

max [Dll(u—u)|<ch5+ Y IID'lullcen, lil=s, (6.7 
X, vET 121=3 
où h est le plus grand des côtés des triangles, s — 0, 1,2,et les cons- 
tantes c, sont indépendantes de u et de h. 

DÉMONSTRATION. Pour prouver cette proposition, on se servira 

du développement de Taylor d’une fonction f (x, y) E C3 (T): 


= > EP DMI;(P)+ Rs, P, P:€T, 
LRI<2 
Rs= D FD pihÿ(p,+6(P—P;), 6E]O, 1, (6.8) 
lk [=3 
k=(k, &), 620, 1k1=k+k, DNS 


: 92" gy": ? 
(P—P;} =(z—z)"s(y—yi)"e. 
Posons € (P) — u — u,. Ecrivons le développement de Taylor de 
Dlile, |j | 3, au voisinage du point P,ET: 
Die (P)= Pie (P1)+ Re. (6.9) 


Ici et dans la suite, par P, (P) on désignera le polynôme du dévelop- 
pement taylorien correspondant à la fonction g développée et par 
R,, le reste qui ne contient que des dérivées d'ordre trois. Dans (6.9), 
le polynôme Pniii, est de degré 2— |jl|et 


Ril= 3) AD pH (p, + (PP), 6610, 11, 
lRk[=3—1)] 
où |[k+j|—3. Mais ici 
Di = DH. max | De] = max | Dblut, ljI a 3, 
FET PET 
donc 


IR Ich 2 max lu, lil =s. 
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Comme u=P,+R,, il vient ur =(Pu)r + (Ru)r, où (Pur = 
= 2 Pau (P;), (Ras = 21 Ru (P;,)w,. Les polynômes P, et (Pi); 


Ti sont du second degré) étant identiquement égaux, on a = 
= Ri—(Ru)y. De façon analogue, les égalités P, 1x, — D'ip,, 

D'iP,= D(P;); nous donnent De Du Dllu, = P 5, + 

+ RB DA (p,), — DCR.) = R#— DY(R,);. Donc, dans (6.9), 
on a Phi, — — D" (Ru)r. Si l’on admet que les côtés du triangle 
T sont du même ordre de grandeur, alors D, (z, y)I ch” a 
LP <ch°” HI 2 Il Du |[lcen- En tenant compte maintenant de 


la majoration établie pour RË= RM, on obtient la proposition 
du théorème. 


REMARQUE. Comme au $ 4, on démontre que les constantes c, 
du théorème 1 sont justiciables de la majoration c, << c/sin 60, 
où 80 > 0 est le plus petit angle dans la triangulation. On a donc 
intérêt en triangulant le domaine Q à 
éviter les triangles proches de triangles 
dégénérés (c’est-à-dire les 6, proches de 
ZérO). 

COROLLAIRE. Si u E C3) (Q), il existe 
une fonction uh € Wih telle que 


Ju -—u [Leo chS || u [sos (6.10) 
Ï u —u" Îiygeo < CR? Î u lo)? (6.11) 


où la constante c est indépendante de u. 

On démontre immédiatement ces majorations en se servant 
de (6.7). 

L'étude des interpolations quadratiques par morceaux nous 
suggère une méthode de construction des fonctions de base polyno- 
miales par morceaux à support borné de degré plus élevé, par exem- 
ple du troisième degré. Décomposons T; comme indiqué sur la 
figure 23. Pour construire la fonction de base ; (x, y) (attachée au 
nœud P;, = P;,) sur T, représentons-la par un polynôme du troisième 
degré : 


Qu (Ts Y) = Go + Qr + ay + asx° + azy + 
+ asy° + ay + aszy° + asr°y + ar”, 


où (zx, y) E T;. Ce polynôme est défini par dix coefficients et, en 
particulier, par dix valeurs en dix nœuds P;, 0<k< 9. Les 


valeurs prises aux quatre nœuds de chaque côté définissent de façon 
unique un polynôme du troisième degré sur ce côté, et la continuité 


Fig. 23 
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de la fonction de base est acquise. Les fonctions de base se construi- 
sent comme précédemment. On définit de même le sous-espace 
Hn = Wiñ EC(Q) N Wi (Q) des fonctions cubiques polynomiales 
par morceaux et on démontre les théorèmes d’approximation cor- 
respondants. 

Cette méthode peut être généralisée à des fonctions polynomia- 
les par morceaux d'ordre plus élevé ainsi qu’à une quadrangula- 
tion de (2. 


$ 7. Construction des bases dans des domaines 
de frontière curviligne 
(méthode d’approximation du domaine) 


Dans ce paragraphe et dans le prochain, on décrira deux mé- 
thodes de construction des fonctions de base pour des domaines 
curvilignes. On mettra d’abord à profit notre aptitude à construire 
des fonctions de base sur des triangles et des rectangles élémentaires. 

Les solutions des problèmes aux limites, par exemple pour des 
équations elliptiques du second degré, sont des fonctions uw (x, y) 
qui doivent satisfaire diverses conditions aux limites. Deux cas 
sont à distinguer: 1) la fonction uw (x, y) prend une valeur frontière 
donnée ; 2) la fonction u (x, y) doit satisfaire sur 0Q des conditions 
comportant les dérivées de uw (x, y) qui sont naturelles pour le 
problème posé. Un exemple de telles fonctions nous est donné par 
les solutions de problèmes de la forme 


—Au +u=f{(z y}; (x, y)EQ, (7.1) 
U lea on 0, 
no y), (r; y)E Q, (7.2) 
an lo 
n le 


où 7 est le vecteur normal unitaire à 9Q. La solution du problème 
(7.1) se rapporte au cas 1), et la condition aux limites est essentielle, 
la solution du problème (7.2), au cas 2). La subdivision des inter- 
polations en deux classes est due au fait que l’on doit construire 
des fonctions de base dont les combinaisons linéaires satisfont la 
condition aux limites, sous réserve qu'elle soit essentielle. Si cette 
condition est naturelle, alors on peut prendre des fonctions de base 
pui ne la vérifient pas nécessairement, ce qui simplifie considérable- 
ment la réalisation numérique de l'algorithme. Comme exemple 
de telles classes d’interpolations, on considérera les classes des 
solutions des problèmes (7.1) et (7.2) dans un domaine Q de fron- 
tière assez différentiable. On verra dans la suite que l'algorithme 
de construction d’une base dans des domaines non convexes ou de 
‘frontières différentiables par morceaux se formule de façon analogue. 
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Etudions le cas où la condition aux limites pour u (x, y) est 
naturelle et supposons, pour fixer les idées, que w (x, y) est solution 
du problème (7.2). D'après ce qui a été dit au premier chapitre, 
on peut construire ici des fonctions de base ne satisfaisant pas cette 
condition. On est alors conduit à l’approximation de la fonction 
u (x, y) sur Q (sans tenir compte des conditions aux limites). Consi- 
dérons un domaine polygonal Q" recouvrant Q, c'est-à-dire que 
Qh = Q, et subdivisons Q* en domaines partiels élémentaires, par 
exemple en triangles (fig. 24), et introduisons tous les nœuds néces- 
saires (les sommets des triangles 
et, éventuellement, les milieux 
des côtés, etc.). 

A chaque nœud P,; attachons une 
fonction de base ; (x, y) construite 
par l’un des procédés exposés. De 
toutes les fonctions {q;} construi- 
tes, retenons celles dont le support 
est tel que supp m NN à 
Ces y; seront prises pour base dans 
l’approximation de u (x, y) sur Q2. 
Désignons cette base par {pi} et 
la réunion des supports des fonc- 
tions œ;, par Q,. Construisons sur Q, de la manière habituelle le 
sous-espace W1:* (Q,) et considérons les restrictions des fonctions 
de W1:* (Q,) à ©. Ces restrictions qui forment le sous-espace W1:* (Q) 
seront utilisées pour approcher u (x, y) sur (2. 

Les théorèmes d’approximation valables pour des domaines 
polygonaux restent en vigueur ici. Avant de formuler ces théorèmes, 
arrêtons-nous sur la notion de prolongement d’une fonction avec 
préservation de la classe de dérivabilité. Soit donnée sur un domaine 
borné Q & R'* une fonction u € W# (QG). Par prolongement de la 
fonction u avec préservation de la classe de dérivabilité (i.e. de la déri- 


vabilité et de la norme) à un domaine plus vaste A-Q (on admet 


également que Q — R*?) on entend une fonction u* € W° (Q), telle 
que u =u* dans Q et || u* Ilwkça) < c(Q) || uw [lwko, où la cons- 


tante c (Q) dépend de Qet de Q (la relation || u [lwtço < || U* |lwk@ 


est évidente). On définit de façon analogue le prolongement de 
u € Cù (Q) à d’autres espaces. 
On a le théorème suivant [7] relativement au prolongement d’une 


fonction. Soient (2 et Q des domaines bornés de Rr,Q< Q, 0Q € 
€ C®. Alors toute fonction u € W# (Q) admet un prolongement 


u* € Wà (Q@) à support borné dans Q et, de plus, || u* wo < 
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cllu ATOS où la constante c > 0 dépend seulement de Q 


et de Q et [| u* Îlvys ça) <cllu Ilwsça pour tous les s < k. Cette 


proposition est valable pour des conditions moins astreignantes sur 
la différentiabilité de 90. Elle est notamment valable si 9Q est 
composée d’un nombre fini de courbes de classe C(* se coupant sous 
des angles différents de 0 et de 2x. 

Etudions les théorèmes d’approximation dans le cas où les 
fonctions de base {p,} sont linéaires par morceaux et les sous-espaces 
Wii: (QG), introduits de la manière exposée ci-dessus. 


THÉORÈME {. Soit u € C(2(Q), 9Q € C2. IT existe alors une fonc- 
tion ur E Wish (Q) telle que 


Il u —Ur] PSE l U IPCT k— 0, 1, (7.3) 


FE 
où 0 > 0 est le plus petit angle des triangles, W35 = L,, k, le plus 
grand côté des triangles, c > 0. 

DÉMONSTRATION. Soit u* le prolongement de u à Q, avec préserva- 
tion de la classe de dérivabilité. Alors || u* cases) << I Ice (ça). 
Soient u7 une fonction de W1:* (Q@,) justiciable de majorations de 
type (7.3) (cf. $ 4), ur, la restriction de uf à {. Alors, commeu* = u 
et u; = u, sur Q, on a 


Mu hotes = 1U*— 05 Thykre) SUL* — 05 ya) € 


RE on h2-h 
< Ci sin 0 4 Ita, °C sin 6 Il Îlct240)- 


Ce qui prouve le théorème. 

A noter que si Q@, est construit par la méthode ci-dessus et si 
les fonctions de base sont choisies sur Q};, alors les intégrales de 
type Ji = (ps, Pihricar à, Ï = 0, 1, ..., N, doivent être éten- 
dues uniquement au domaine supp @; f]S f\supp æ; (et non pas 
à SUPP P; f| supp y), domaine qui peut être bien plus petit que le 
support de chaque fonction m;, à = 0, 1, ..., N (fig. 25). Cette 
circonstance peut conduire à des matrices mal conditionnées lors 
de la résolution de problèmes par les méthodes aux éléments finis. 
C'est pourquoi il est souhaitable que dans l’algorithme de construc- 
tion de la base {p;:} l’on ait 


nue [mes (supp p;NQ)] 


C1 (7.4) 


max [mes (supp p;)] 
j 


où la constante c1 > 0 ne dépend pas du réseau choisi, c'est-à-dire 
que les mesures des domaines supp ; f S et supp ; soient du 
même ordre (on rappelle que 6, doit être proche de O). 
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Traitons le cas où la fonction à interpoler vérifie une condition 
aux limites essentielle. Supposons, pour fixer les idées, que u (x, y) 
satisfait la condition du problème (7.1), c'est-à-dire que u = 0 
sur 0Q. Pour construire la base, considérons un domaine polygonal 
Q, contenu dans Q (Q, € Q) et donnons-nous sur Q, un réseau 
et les nœuds nécessaires. Le domaine Q étant convexe, on admettra 


supp p; NAN SupP PJ | SUPP Pi 


que les nœuds frontières de (2, sont situés sur 0Q (fig. 26). Définissons 


sur Q, le sous-espace Win (Q,) et munissons-le d’une base {p;}. 
Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions , sont linéaires 


par morceaux. Prolongeons maintenant les fonctions uw" EWir(Q,) 


à QNXQ, par zéro. Nous obtenons ainsi le sous-espace Wah (SG) sur 
lequel nous chercherons une approximation de u (x, y) (à l’aide, 
par exemple, des méthodes de Ritz, Boubnov-Galerkin, etc.). Donc, 


mi" (C2) = {u :u€ Wih (2) pour (x, y) EG, 
u =0 pour (x, y) EQXQ,}. 


Formulons le théorème d'approximation pour le cas étudié. 


THÉORÈME 2. Siu (x, y) € Wa (QG) N C@) (Q), 0Q € CA, il existe 
alors une fonction ur € W1.h (QG) telle que 


h3-k ” 
u— ur Ike SC “sin6, [lu loto» k=0Q, 1, (7.5) 


où Ov est le plus petit angle, h, le plus grand côté des triangles de Q,, 
c > 0, une constante indépendante de À et de u (x, y). 
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N 
DÉMONSTRATION. Soit uy= D, u(z;, y;)@;(x, y). Estimons 
{= 0 


l'intégrale 
1 = (((5u-un) +(4u-un)") dx dy - 
Q 


“d, 


h 


du |2 
Oz 


À) drdy+ | (( Lun)" + 
Ch 


/ 2 
+ (5 u—u))") dz dy = 1 (ON0n +7). 
On sait que 
h3 a 
TQ)<c—— RE [lu Ce) SC re sin?6, AO (7.6) 


Etablissons une majoration pour 7 (GX Q,) qui dépendra de la 
qualité de l’approximation de 9Q par 0Q,. La construction de 
8Q, est un chapitre à part. On admet 
que le réseau sur 0, est assez fin. 
Alors 0Q@ et 4Q, seront séparées par 
une distance de l’ordre de ch°, où c 
est une constante. Donc, l'aire de 
tout segment T; (fig. 27) sera <ch$. 
Supposons, par ailleurs, que 


Fig. 27 k < Chmin € > 0, (7.7) 
OÙ kmin eSt la longueur du plus petit côté. Le nombre de segments 7; 


sera alors de l’ordre O (h-*). En tenant compte de ces remarques, on 
obtient *) 


T(OXQ,)< ch? |] u [gare < 21 Cara (7.8) 


De (7.6), (7.8), on déduit (7.5) pour k = 1. De façon analogue, 
pour À — 0 on obtient la majoration: 


Iu—uslls® = | lurdzdy+ | (u—u) ar dy< 


aa, à} 


< | lu |? dx dy + —<— 
ae, 


(Ti, 41) 08, (Les, Yet) 


——#— hi [fu OS (7.9) 


res 
Mettons u(x, y), (x, y)ET;, sous la forme 
u(z, y)=u(zr, yr) + LP —Pr| 2 u (ze, UNE 


*) On rappelle que par c on a convenu de désigner une constante commune 
dans une expression. Cependant c peut varier d’une expression à l'autre. 
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où (ze, yz) est un point de PrP distinct de Pret de P, Prétant 

le point d’intersection de dQ et de la normale extérieure n pas- 
du ou ou 

sant par P, on M Te Comme u(xr, yr)=0 et que 

|P— Pr|<ch?, il vient 


fe) n 
Qu (a, DISIP—Prl [SE vo) |<ek lu car 


( ju (x, y)|? dx dy< ch mes (T) Ï u ICO) r SA fu OS (7.10) 
Ti 


| lue, y) dr dy ché ju Iles. 
ae, 


De (7.9) et (7.10) on déduit (7.5) pour # = 0, ce qui achève la 
démonstration du théorème. 

D’autres méthodes de résolution approchée de problèmes avec 
des conditions aux limites non homogènes seront examinées au 
chapitre suivant lors de la construction de schémas aux éléments 
finis. 

$ 8. Transformations isoparamétriques et éléments 
curvilignes 


Dans ce paragraphe on étudiera une autre méthode de construc- 
tion des fonctions de base dans des domaines curvilignes. Cet algo- 
rithme repose sur l’utilisation des transformations isoparamétriques. 
et des éléments finis dans un domaine 
curviligne. 

8.1. Notion de transformation isopa- 
ramétrique. L'utilisation des transforma- 
tions isoparamétriques comprend les 
étapes suivantes. 

On formule les équations de départ et 
la position distributionnelle du problème 
dans les variables (x, y) € Q. On introduit 
ensuite le réseau qui subdivise Q en 
éléments Q;, qui peuvent être des quadrilatères et des triangles 
(éventuellement, non rectangles et curvilignes) (fig. 28). 

On passe ensuite par une transformation isoparamétrique des 
variables x, y à de nouvelles variables Ë, n dans lesquelles les domai- 
nes Q@; deviennent « standards » et on construit par l’une des métho- 
des exposées ci-dessus des fonctions de base p; (6, n) douées des 
propriétés d’approximation connues. 

On calcule ensuite par rapport aux variables E et n les intégrales, 
les produits scalaires, etc. et on résout le système d'équations de 
l'algorithme des éléments finis. 
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Au besoin on passe par une transformation réciproque de (Ë, n) 
à (x, y) pour construire la base et la solution approchée du problème. 

Comme déjà signalé, cette méthode de construction de la base 
et les calculs effectués font intervenir des transformations isopara- 
métriques. Celles-ci consistent à choisir des fonctions polynomiales 
par morceaux pour la transformation des coordonnées x (Ë, 1), 
y (Ë, n). Ceci étant, le terme « isoparamétrique » signifie que, pour 
la transformation des coordonnées, on choisit les mêmes fonctions 
polvnomiales que pour les interpolations. 

Distinguons deux cas : 1) le domaine {2 tout entier se transforme 


en un domaine Q = Q (Ë, n); 2) ces transformations sont effectuées 
indépendamment pour chaque élément Q; et Q. Le second cas pré- 
sente de nombreux avantages sur le premier et est le plus souvent 
utilisé en pratique. C’est pour cette raison qu’il fera l’objet de ce 
paragraphe. 

Posons la condition suivante : la frontière du domaine est décrite 
par une fonction polynomiale par morceaux du même degré que les 
fonctions réalisant les transformations isoparamétriques. Signalons 
qu’en pratique c’est précisément le degré des polynômes décrivant 
la frontière qui définit souvent celui des fonctions polynomiales 
utilisées pour les transformations et la construction des fonctions 
approximantes sur les éléments Q; frontaliers. 

8.2. Transformation des quadrilatères. Soit donc à approcher des 
fonctions u (x, y) définies sur Q = Q (x, y) & R*. Partageons Q 
en éléments finis e; de telle sorte que les nœuds du réseau soient 
confondus avec les points anguleux du domaine Q@. En général, les 
domaines plans sont décomposés en triangles ou en quadrilatères 
qui sont curvilignes au voisinage de la frontière 02. 

Considérons les transformations qui peuvent être utilisées pour 
la construction des bases, le calcul des intégrales, etc. Commençons 
par une transformation bilinéaire d’un quadrilatère quelconque e, 
-de sommets (x;, y;) en un quadrilatère « standard » Æ de sommets 
(0, O0), (0, 1), (1, 1), (1, 0). Considérons les transformations 


(6, n)—+ (x, y): =zx(ê, n), y =v(E, n), (8.1) 
(x, y) (6, n): 8 = 8 (x y), n=n(, y), (8.2) 
et exigeons que les jacobiens correspondants soient non nuls: 


1 0r dr 


0 dôn 
LE, m=det| à, |=zun- sn, (8.3) 
L'oŒ on | 
I (x, y) — Exy re Eyx- (8.4) 


On sait que ces jacobiens sont liés par la relation IT —1. 
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Supposons qu’on considère les quadrilatères e; = e; (x, y) et 
E —E (Ë, n) de la figure 29. 

La transformation de Æ en e;, c’est-à-dire le passage de (6, n) 
à (x, y), est définie par les formules: 


z = Zx(E, 1) = 2% + (te — 21) 8 + (xs — xs) n + AËn, (8.5) 
y =y(E, n) = y1 + (ya — y1) 8 + (ys — ya) n + BE, 


OÙ À = Zi — Lg — Lo Flu B = Yi— Ys — Ye + Yi. 
Voyons si le jacobien 
Te — Ti + AN es 
I (E, = det | 
En} Ya —Ys + Bn  ys—y1 + BE 


est susceptible de s’annuler à l’intérieur de £. Le coefficient en En 
étant égal à AB — BA — 0, le jacobien est linéaire en 8 et n. Donc, 


(1,1) 


(40) E 


Fig. 29 


si Z (Ë, n) est du même signe en tous les sommets du carré £, alors 
il ne peut s’annuler dans E. Etudions J (Ë, n) pour & = 0, n = 0: 


L (0, 0) = (72 — 2;) (Ys — Ya) — (V2 — Y1) (xs — T1) = 
Li (2) Wen) _ Ge C2 A 
— viva lol: Lh — 


— 1,1, (cos 0, sin (86+0,)—sin 6,cos(8+0,)) =/Z,/, sin6. (8.6) 


Donc J (0, 0) > 0 si 6 << x. Ceci est valable pour tout autre angle. 
Donc, Z (Ë, n) est partout non nul dans E si e, est convexe, c'est-à- 
dire qu’aucun de ses angles n'est supérieur à nr. Cette condition est 
restrictive pour la forme des quadrilatères en lesquels est subdivisé 


le domaine (2. Sa réalisation garantit la non-nullité de I (zx, y) 
dans e:. 

Les transformations Ë — E (x, y), n —=n(x, y) se déduisent 
à partir de (8.5). À noter, toutefois, qu’en pratique on peut souvent 
se passer de la forme explicite des fonctions E (2, y), n (x, y). Bien 
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plus importante est la connaissance des expressions (8.5), car elles 
sont utilisées pour calculer les éléments des matrices, les seconds 
membres des systèmes de l’algorithme aux éléments finis et diverses 
intégrales de la solution approchée. Illustrons ceci sur l'exemple 
suivant. 

Soit à calculer l'intégrale 


Ji= | u(z, ya(s, var dy, (8.7) 
‘4 
N 
où un (x, y) = Da, (x, y), ax sont des constantes, ®, (x, y), 


R=0 
les fonctions de base (dont l'expression en zx et y peut être compli- 
quée), a (x, y), une fonction donnée. En passant des variables x, y 
aux variables Ë, n, on obtient 


D,(z, y) (E, n), a(x, y) a(E, n), 
Ji = ju (G{E, n), 7, n)a(ré, n), y, n))IZ(, n)l dédn= 


E; 


= [ui na MIT nidëdn, (8.7) 
E; 


T'(E, n) = SE (, n) 2 (E, n)— + (E n) SE (€, n); 


N 


un(E, n Ann (Er 1)e 


= 
Rk=0 


La forme de p; (ë, n) et de Z (Ë, n) étant connue dans les varia 
bles 8 et net Æ; étant « standard », l'intégrale J'; peut être calculée 
directement si, par exemple, a (x, y) est constante sur e;. Mais il 
semble attrayant d'utiliser pour le calcul de J; des quadratures qui 
sont bien élaborées pour les polygones réguliers et à l’aide desquelles 
on peut calculer exactement les intégrales sur E; (£, n) de polynô- 
mes de degré assez élevé (cf. $ 10, chap. 3). C'est pourquoi l'appli- 
cation de ces quadratures au calcul de (8.7’) peut nous donner la 
valeur exacte (ou une valeur proche d'elle) de l’intégrale J;. Obtenir 
un tel résultat dans les variables x, y est une tâche bien plus ardue. 
Si a (x, y) n’est pas constante sur e;, on peut, par exemple, l’appro- 
cher par des combinaisons linéaires de fonctions ®, (x, y) en lui 
supposant une différentiabilité suffisante sur e; (ceci s’obtient par 
un choix convenable de e;). 
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8.3. Transformation des triangles. Soit e; un triangle de sommets 


(tr, Ya), à = 1, 2, 3. Transformons-le en un triangle £ de sommets 
(0, O0), (0, 1), (1, 0). 


y (Ty) 7 


Fig. 30 


Si le triangle e; est rectiligne (fig. 30) et la transformation cher- 
chée, linéaire, alors on passe de (8, n) à (x, y) à l’aide des formules 


T=T + (ze — m1) Ë + (z3 — 21) s 
y = Yi + (V2 — y) E + (ys—yin; (8.8) 
ceci étant, le jacobien 
Lo— Le La—T 

I (E, = det | Ris. = 

E, 1) YU2— Yi Us — Yi 
= (Ze — T4) (Us — Vs) — (Ya —Ys) (Zs— Ts) = 
= lb ( RE Ys—Y1 __ Ya V1 Za Ti ] = 


— ll, (cos 0, sin 6, — sin 6, cos 6,) = Z,l, sin (0, — 6,) 
admet l'estimation 
[TZ (, n)12> lin Sin 0 (8.9) 
Où lin est le plus petit côté du triangle, 6,, le plus petit angle. 
L'application réciproque de (8.8) est définie par 
Et — (Us — ga) (x — 21) —(zs — 21) (y — y) 
(Ya —y1) (2— 271) — (xs — 271) (Ya — y1) ? 
_ (ya — ya) (z— 21) — (ze — 271) (y — y) 
(ya — ya) (Z3—21) —(z2— 22) (ys—y1) | 
Si dans E (Ë, n) on construit un polynôme quelconque P (£, n), 
alors en se servant de (8.10), on peut trouver l'expression correspon- 


dante de P(x, y) = P(Ë(z, y), n (x, y)) sur es (x, y). 
Considérons maintenant un triangle e, (x, y) dont un côté est 
curviligne et confondu avec un morceau de frontière 9Q décrit 


(8.10) 
n 


442 APPROXIMATION ET FONCTIONS À SUPPORT BORNE (CE 2 


par un polynôme du second degré. Pour les approximations sur e, 
et les transformations isoparamétriques on prendra des fonctions 
polynomiales du second degré. 

Soit e;: — e; (x, y) le triangle de la figure 31. Transformons 
e;en E (&, n) en deux étapes. La première consiste à appliquer e; 


dans un triangle ê (z, y) du plan (z, y) (fig. 32). D'après ce qui 


CAA End) E (00) (5,0) (10) FE 


Fig. 31 Fig. 32 Fig. 33 


précède, cette application est définie par les formules 


z= 3, Us) En) (52) =) 


Fe QG Y1) (Z2— 21) —(z3— 71) (ya —y1) ? 
( | (8.11) 
y — ÿs Ya — V1) (TZ —Za) — (za — 23) (y — Ya | 
(Zs— 21) (ya — ya) — (Ya — Ya) (ze — 21) 
TT (t—- tr) ——> +(rs-n) ——, 
F2 ys F (8.12) 


y = Ys + (Ye Us) —=—— > + (Ys —Y1) — 


Ta — T1 Ys— V1 


La deuxième consiste à transformer €; (z, y) en un « triangle 
standard » £ — E (Ë, n) du plan (E, n) (fig. 33). 


L'application de £E (Ë, n) sur €, (x, y) est définie par [65] 
ZE + (47 —2)En, y=n+(4y —2)En, (8.13) 


l’image du point (1/2, 1/2) de Æ étant le point x’, y') (qui à son 
tour est envoyé en (x”, y’) par (8.11)). Le jacobien de l’applica- 
tion (8.13) est de nouveau linéaire: 


. _ . 
OM =A+ GUY —DE+ (GT —Dn. (8.14) 
Ye Un_ 


T'(E, n)= det 
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Il est égal à 4 pour Ë — 0, n — 0 et est strictement positif s’il l’est 
aux sommets (0, 1) et (1, 0), c’est-à-dire si 

1 + (4y —2)15>0 pour E—1,n =0, 

4 + (47 — 2)1 > 0 pour Ë = 0, n = 1. 
Ces conditions se traduisent par les contraintes suivantes sur la 
position de (z’, y') [65] : 

> A2, y > A4. (8.15) 

Donc, pour que l'application (8.13) ne soit pas dégénérée, il suffit 
que le point (z’, y') soit situé dans le secteur limité par les lignes 


en pointillé et la frontière de e; (et pas nécessairement au milieu du 
côté curviligne du triangle) (cf. fig. 32). 


Fig. 34 


Enfin, si e; est le triangle curviligne de la figure 34, alors la 
transformation (Ë, n)—> (x, y) est définie par les formules 


= Lg + 2 (21 + Ze — 27e) Ë? + 2 (ze + xs — 2x5) N° + 
+ 4 (ts + mi — 25 — re) En + (4xe — 21 — 3x3) Ë + 
+ (4x; — to — 3zs)n, (8.16} 
y = Ys + 2 (y1 + Ya — 2ye) E? + 2 (ya + Ya — 2ys) n° + 
+ 4 (Vs + Va — Ys — Ye) En + (4ye — y1 — 2y3) E + 
+ (4ys — ya — 3ys) n- 


Si les lignes P,P,P;et P,P4P1 sont des segments de milieux P, et P, 
respectivement, alors la transformation est de la forme 


ZT = La + Aën + T1Ë + Ta, y = ys + B£n + y18 + Yo, (8.17) 


où Ti = Ti — Ts YW=Yi—yn A=2(2n—-n+x) B = 
= 2 (2ys — y1 + ya). 
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8.4. Approximation. Une fois qu’on a trouvé la transformation 
(Ë, n) — (x, y), on peut se donner les fonctions de base ; (Ë, 1) 
sur les éléments « standards » £, du plan (Ë, n) et ensuite construire 
les fonctions ®, (x, y) = qi (E (x, y), n (x, y)) à l’aide de l'appli- 
cation (r, y) + (6, n). Il est immédiat de remarquer que ces applica- 
tions préservent la continuité (et pas plus) des fonctions de base, 
quant aux images des polynômes de Ë, n, ce ne seront généralement 
pas des polynômes de zx, y. C’est pourquoi la base {®; (x, y)} est 
généralement utilisée pour la construction 
des approximations pour les métriques de 
L, (Q) et W35 (9); quant à la technique des 
transformations isoparamétriques, elle n’est 
favorable qu'à la résolution des équations 
différentielles du premier et du second ordre. 

Considérons quelques problèmes d’appro- 
ximation par des fonctions de base 
{®; (x, y)} construites à l’aide de trans- 
formations isoparamétriques. Pour simpli- 
fier, on illustrera les principales étapes 

Fig. 35 de cette analyse sur des fonctions et trans- 
formations linéaires par morceaux. 

Soit Q@ un domaine polygonal. Il est évident qu'une triangula- 
tion de Q nous donnera des triangles intérieurs réguliers et éventuelle- 
ment des triangles frontières irréguliers (fig. 35). Définissons sur ces 
triangles des fonctions de base {®; (x, y)} par le procédé décrit ci- 
dessus en utilisant au besoin des transformations isoparamétriques. 
Pour étudier les propriétés d'approximation, il nous faut d’abord 


estimer les jacobiens Z (6, n) et T (x, y). En vertu de (8.8) et (8.9), 


on obtient 
Réiin Sin 00 LT(E, n) < k°, (8.18) 


où À, Rin sont respectivement le plus grand et le plus petit côté 
des triangles, 60, le plus petit angle. Alors 


LIT (ee, DIS E MIS (8.19) 


khin Sin d 


Considérons les images des dérivées de U (Ë, n) = u (x (Ë, n), 

y (8, n)) par les applications (Ë, n) = (x, y): 
ot 
"dE EE 0x dE Ÿ Oy dE ’ 


OU Ou Oz ou dy 0x { du zx o3u æ) 
0? Oz 0? LT 7E 0E2 + 0Ë = 0Ë + dy dx GE + 


ôy ( du 0x o3u æ) 
F 0ë \ Or ôy dE + 0y? 0: J? 
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OU _ du 0?z Ou y diu 0z dèu 
ôn? 0x ôn Ta dy ôn* rt  ( ôz3 01 0z0y 91 + )+ 
ôy Ou 0x du dy 
+ an ôz dy ôn dy ôn k, 
ôz (= ôzx Ou dy 


"dE | 07 “on Ÿ 270 0z 0y 07 Fe) + 


a3U Ou Or , ôu 0?y re 
"En Ôz 0dE0n ‘ dy dE0n 0E 


EE 


ôy du Oz Ou dy 
+ 0E (5 on | dy? 9ôn }- 
Les applications e; + E; étant, par hypothèse, linéaires par mor- 
ceaux, on a 


oU ôu ôu AU _ ôu ou 
CNE Ver “3m — oz nt og Vm 
o3U ou ô?u 
FR = 2 à + 2ziÿe 0x ôy + y£ dy? ? 
o3U d?u : tu (8.20) 
"on En F3 ” m + Zenn on Zzoy + Un 
o?U d?u 
dE ôn RE ge LEln 5 _ + (TEUn + YETN) 2 _ —— + y YEUn ‘ay 3 
et 
() ro 
= Te En. = RE EE FT Th 
ou hi OU : 2U 
= = Er "dE + nr : “on? ? 
8.21) 
a = a 0 2U a oU ( 


Eyes ”. + 2Eyny Re LAURE 
3u À a?U o3U 
rs — EE, _. + (Exny + Nxby) GE on + Nxy EL 


Supposons qu'est réalisée la condition de quasi-régularité du 
réseau introduit : 


k < Cohsins (8.22) 


où co >> 0 est une constante indépendante de À. 
THEORÈME 1. Siu(zx,y) € W3 (Q), il existe alors une combinaison 
N 


linéaire ur (x, y) = D) &®, (x, y) telle que 
{0 
{lu —uy [rio ch? lu ya (8.23) 
h 
[[U—ur Îlwdco <C sin0, [ue Îly2co) (8.24) 


où Les constantes c sont indépendantes de h, 603 u (zx, y). 
10—01526 
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DÉMONSTRATION.Supposons que a; = u (P;), P; = (zxi, y:). Pour 
tout triangle régulier e;, on a comme toujours 


un hey hé lu pes Ut Mgr) Ch? 12 fésage 
Si e; est un triangle frontalier, alors 


N 
lu—ult,e)= (le(s, n— 2 0,12 y)f dr dy 


i j=0 


= {176 n)1 |U (6, n—> a; (£; n) dE an< 


< max [1 (E, 1) j1ve n)— 3 259, @, nf dédn. 


jm=0 


En utilisant les théorèmes d’approximation déjà connus et en dé- 
signant par d; le plus grand des côtés de l’élément £Æ;, on obtient 


In url) 


> d2U g?U 12 oU |? 
< max |7 (E, led | ( ES F +2 | TU us on? ] dE an. 
Mais de (8.8) et (8.20), il s'ensuit que 
aU [2 51 dU |? aU |? 
ST +21 8er | +] | < 
a a 2 ? o? des Ce d 
Le(zi+ a+ y ui) ( __— ef + 3 Er }; 
max(|zel, |Zn!, |Yel, vo) A. 
Donc 
lueur 4e) max 1] (& )tedtrs | Ie, pl (| ms |+ 2 
ML = sn À s Y dx? EE er 
ei 
du maxZ(E, n) 74 2 
+ a | ] dx EYE. 1) cdi 10 Ï u [lwsce,» 


Pour les fonctions de base et l’élément £; considérés, les jacobiens 
TI (Ë, net Î (x, y) sont constants, 1-1 = 1, d < V 2. Par suite, 


[[u— ur ÎlLote,) < Ch IE” [vyce y 
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Estimons maintenant ||u—u, IFTPRE majorons auparavant 
î 
O(u—u;)/0zx: 


É ( ZE (U — aps) | +| (0 — > ajp;) ‘) dEdn< 
j=0 9 
<max ([E:[2+ 1n+12) cdi max [J(E, n)| | (Fr +2 or | + 


E; 


o2U max (lExl? + Inx1?) à 2, 
ef) en pe ct max 17 GE, mu ge, < 
< max ([E< 1 + 1n,1?) ché lu [gt ! 
Or 
h 
max(lEsl, [nxl) < hin Sin® ” 
Donc, 


ch? > 
| qu u)f dr dy Tr sin 0, Mu ivsce 


ei 


ne o, ch I u Tv.) < 


La dérivée 9 (u — u,)/dy est justiciable d’une majoration identi- 
que. 

En sommant ces inégalités sur tous les e;, on obtient (8.23), 
(8.24). C.q.f.d. 

On démontre de façon analogue que les théorèmes d’approxima- 
tion énoncés dans les paragraphes précédents sont valables pour des 
applications isoparamétriques et des fonctions de base de degré plus 
élevé. Il faut faire intervenir ici les majorations des jacobiens 


I (ë, n) et Z (x, y) ainsi que des applications des dérivées (8.20), 
(8.21) (ce qui a son tour peut conduire à certaines conditions sur la 
dérivabilité de la frontière dont une partie peut servir de côtés des 
éléments ei). 


$ 9. Théorie d’approximation de Strang-Fix 


Dans ce paragraphe on formulera quelques résultats sur l'ap- 
proximation par des fonctions à support borné, acquis par Strang 
et Fix. La théorie qu'ils ont élaborée est particulièrement efficace 
pour les fonctions à support borné, construites sur des réseaux unifor- 
mes. Pour cette classe de fonctions de base des résultats profonds et 


10% 
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élégants ont été obtenus qui permettent, en particulier, de traiter 
sous une même optique de nombreuses fonctions à support borné 
utilisées en théorie de l’approximation sur des réseaux uniformes et, 
notamment, celles étudiées dans ce chapitre. 

Par ailleurs, l'énoncé de ces résultats permet de mettre en lumière 
l'efficacité des transformations de Fourier dans la théorie de l’ap- 
proximation: ces transformations nous conduisent assez simplement 
à des résultats d'une précision optimale, précision qu'il est bien plus 
difficile d'acquérir par des développements en séries de Taylor. 

Voyons d’abord quelques généralités de la théorie des transforma- 
tions de Fourier, puissant outil d’investigation qui est particulière- 
ment performant quand les problèmes sont traités dans des domaines 
périodiques ou dans l’espace tout entier. Mais les résultats établis 
pour ces problèmes peuvent être transposés (par exemple, par pro- 
longement des fonctions) à des problèmes posés dans des domaines 
bornés. 

Pour les problèmes posés dans R”, on désignera par ÿ un indice 
multiple j — (j1. ..., jn) € Z". Définissons la transformation de 
Fourier par 


PES |P(e-idz, 9EL:(R"), 
R'? 


* 


ou 


z= (z:;, .. Zn); E = (Es …. a): TE = (zib1 + . + + Znên)e 
Alors 
FU)= Tr | 9 @ ete 
R? 


définit la transformation réciproque de Fourier. Signalons quel- 
ques propriétés de la transformation de Fourier [8, 11]: 


MN à 
1) D'p=(it)*p, (ië)* = (ib)" ... (GE,)n; 
. TN 
2) Dp=((—ix)"p); 


3) pÜx— x0) = e7i*otp (8) ; 
MN se 
4) (pxv) = pY, 
où 
pt) (= | pbs du = À xp) p (x —v) dy = (hey) (2). 


R? R? 
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THÉOREME 1 (de Plancherel). Pour chaque fonction ® € L, (R") 
existent les transformées de Fourier ?, p E L:: 


PO= Tr | ptet az, 
|: Le 


\ 2 (E) = TT | P (x) eixé dr. 
R? 


Les transformées ® et p sont linéaires, appliquent bijectivement L; 
sur Le, sont réciproques l'une de l'autre et vérifient la relation de Par- 
seval 


(@, d=(p, Ÿ)=(p, Ÿ), Ilpl=1pl=NoI 


où les fonctions et Ÿ sont les conjuguées respectives de Ÿ et y. 
Utilisons maintenant la transformation de Fourier pour donner 
une autre définition de l’espace W3 dans le cas où Q@ = R'. 


THÉOREME 2 [24]. Si Q = R", on peut alors définir W5 (R") 
soit par la relation 


WS (R") ={u: Dou € L, (R") Va, la | <s}, 
soit par 
W3 (R°) ={u: (1 + | y lu € L (R”)}, 
où [y —=y +... + uy*X et, en outre, la norme 


Î Îlyys (R) — À ] I ) 


L. 


est équivalente à la norme 
Nu D yves = + y) 8 Il mn 


DÉMONSTRATION. Les propriétés de la transformation de Fourier 


et le théorème de Plancherel nous donnent || Deu || = || yau Il, 
de sorte que 


lelés= | (D ve ) lé (ur. 
7 RAT lai<s 
Mais 
(+ lyl)< 2 ye<c(1+]|yl?), 


la] <s 
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où la constante c est düment choisie. De là on déduit 
Il 2e |] we<!Il u rs C2 Il ce 1] ws: 


C.q.f.d. 
Il est immédiat de remarquer que W (R”) peut être muni du 
produit scalaire 


es yann = | (+ 1912)" à (y) à (y) dy. 
2 R? 
Passons maintenant au principal objet de ce paragraphe: les 
problèmes d'approximation. 


Au $ 2, en étudiant les problèmes d’approximation en dimension 
un par des fonctions linéaires par morceaux construites sur un réseau 


Pr Pi Pt 
1 
(Z) 
dr Dr “ - 1 


Fig. 36 


uniforme, on a vu que les fonctions de base fp; (x)} étaient toutes 
de la même forme et étaient les translatées d’une fonction « stan- 
dard » œ (x), soit (x) = œ (xz/h — j) (fig. 36). On avait intérêt à 
prendre une base normée de la forme @; (x) = hk-1/® @ (x/h — j). 

La même situation prévaut en dimension deux, par exemple, 
pour des fonctions de base bilinéaires. Posons le problème d’approxi- 
mation sous une forme assez générale en utilisant l’idée d’une telle 
méthode de construction des bases. 

Soient donnés sur R un réseau uniforme x; = jh et une fonction 
à support borné (x) € W£ (R). Désignons par Z l’ensemble des 
entiers relatifs et par Z., celui des entiers =>0. Considérons les 
fonctions p; (x) = k71/? @ (x/h — j) et voyons s’il est possible de les 
approcher pour la métrique de W35 (R) par des combinaisons de la 
forme 


un = À wp; (x), (9.1) 


où w, sont des constantes appartenant à un ensemble H*)., On con- 
viendra, sauf mention expresse du contraire, que l'intégration est 
étendue à R et la sommation à Z. 
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THÉORÈME 3. Si la transformée de Fourier o (E) de la fonction à 


support borné @ (x) € WË (R) est telle que ® (0) 0 et o (Ë) possède 
des zéros d'ordre p dans d’autres points multiples de 2x1, autrement dit, 


Dog (2nj) =0, 0HjEZ, a<p: (9.2) 


alors pour toute fonction u € WP+1 (R) il existe des poids {w;} tels 
que pour h—+0 


lu up; lys SRE Il u ip, (9.3) 
D lwl2<cllu lé (9.4) 
J 


où Les constantes c, et c sont indépendantes de h et de u (x). 

DÉMONSTRATION. Transformons d’abord (9.3) et (9.4) à l’aide de 
l'écalité de Parseval en inégalités pour la transformée de Fourier. 
À noter que 


$1@ = ah) 4? | g(E—j) e-5x de = 
h 1/2 A 9 . Q A 
= (%) | P (y) e” 15h) +1) dy _ hi/2e-ih@ (hË). 


La transformée de Fourier de la somme >» wyp; s'écrit alors 
7 


(HE 3 jen) o (RD. 
Soit U" (8) = k1= D wje"#h, Cette fonction est 2x/hk-périodique 


en &, de sorte que si l’ on désigne par Q le cube {E: —n/h < E <x/h}, 
alors (9.4) équivaut à l'inégalité 


| LAN &<e | [u (ED? dé. (9.5) 


En: se servant de la définition de la norme de W: (R) au moyen de 
la transformée de Fourier, on peut mettre (9.3) sous la forme 


| 14 EU" (E) @ (E)1E (1 + JEI2)' dE che [Lu Iygre (9.6) 


R 


Pour construire une fonction U" satisfaisant cette inégalité, 
choisissons d’abord les coefficients g,, &« < p, tels que 


Z Gan2 (n) = 1 + 0 (InlP#). (9.7) 
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On peut déterminer le coefficient go à partir de l'égalité go@ (0) = 1, 


puisque œ (0) = 0. Les autres coefficients gs sont donnés par la 
nullité pour n = 0 de la dérivée f-ième du premier membre de (9.7). 
En effet, vu que seule la dérivée a-ième de n® est non nulle pour 
n = 0, on peut déterminer progressivement les gs à partir de la 
relation 


D ge DP-%9 (0) _p 
Gal 


ce qui nous donne (9.7). Lun. maintenant les poids w; de telle 
sorte que 


Un (E)=u(E) D ge (RE) (9.8) 
a<p 


dans le cube ©. La condition (9.4) est remplie, puisque | U* | < 
<cl|u]| dans Q. Montrons que les intégrales 


= | 12 @)— 0" (E) @ (AE) (A+ IE?) dE, 
Q 


= | @PrA+I SE, = | 10" Eee (A+ Er) 


RNQ RQ 


sont) majorées par ch°(P+1-s3) || 4 |ffypn. 
En tenant compte de (9.7) et du fait que |[RÈ | x dans Q, 
on obtient 


= [@r|1—X a an RAD f (A+ 1emaE< 
Lo] œ 


c À Jù (EI 1AEJ2P#-0 (14 IE) dE 


Q 
<onP4-9 | | (E)12 (A+ IEP de. 
[] 
Or |RË|>x en dehors de Q, donc 
LS | IAA: (14 IE) ER ch2P4-0 || u | pu. 


RQ 
Utilisons la périodicité de U*(E) pour majorer J,: 


If= | IW@EUEI(1+ EI) = 
R\O 


= [3 Do UE+ ane (1+]8+ if) de. 


Q #0 
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On obtient alors 


Ie | PR 2 D (EG 2nÿ)PIRE+ 2njl dE. (9.9) 
Q j#0 
Prouvons que la somme figurant dans cette intégrale est 
O (| RE |7*?) en développant ® en série de Taylor au voisinage du 
point 2xj compte tenu de (9.2): 
QURE + 2x) = (REP#DP "9 (B,)/(p + 1), 


où 6, est un point de l'intervalle ]2xj, 2nj + RE[. Comme |RË | < 
< x, il vient [RE + 2j | Lc]|6;]| et 


2, PURE Zn) PIRE Zn PIRE PO 1DE* e (GNEI8, 12 


Pour estimer la somme du second membre, on se servira du fait que 
œ (x) est à support borné et des relations 


DR Ge) = (27) (Pt À 2PH1p (2) Diet dr = 
supp 9 
— (2x) Herr it = 4) ex D,xzP+ip (x) di = 
SUPP 9 


= (— i)7+1— 4 1) (4), 


où D (x) = D: (x?+lo (x)) € L., supp ® = supp q. Alors cette som- 

me devient ÿ | 4) (8;) |. Supposons, pour simplifier, que supp q = 
#0 

= ]—n + es n — el, e € JO, if. Considérons la fonction 4 (x) = 

=, |r|Ln—-e;(n—-]|zlen—-e<]|rz|<r;,0,n< ri} 

dont la transformée de Fourier est de la forme (2/x)1/? (cos (n—e) t — 

— cos zt}/(t°e). Dans ce cas, 


1/2 cos (n—e) (tv) — cos x (t +0" 
(t+u)?e L 


Le second membre de cette égalité se majore par A/(B + (t + v}°), 
A, B>>0 sont des constantes. Les égalités 


ès) @)= (2) 


À (#) = (É) (#), 


œi 1 ( =D [4 —_ Î i 
p (ze = Ÿ ( cos (7 —&) PERS +v) ei dv 


—©œo 
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nous donnent 


PG= TE j ® (x) dr j ED CHERS LEE) etes qu = 
+] cos (1 —e) jme D(—v) à, 
CIUIES i AP O dv, 


et 


00 


A : à A 
2 1P@DR<e | 1) Rd 3 rrg, = < 
ji 


2#0 — © 


<e |IbOPd<clolig s<p, 


donc 7,<c | Jù (E)1%h-2|hE[20 +2 dE <ch2P#-9 || a |fé,puie 

Appliquons maintenant le théorème 3 à l'approximation dans un 
domaine borné. 

Soit u (x) E WP (Q), RQ SR. Introduisons sur KR un réseau 
de pas À et construisons des fonctions {æ;} à l’aide d’une fonction 
(x) € We (R) vérifiant les conditions du théorème 3. 


]THÉOREME 4. Siu(x)E Wr*!(Q), on peut alors construire une 
combinaison linéaire u, — Y wjp;, où la sommation est étendue à tous 


2 
les indices j pour lesquels supp p; NS GS, telle que 


Ï U—u; Îluysge CRT Î U IiyP+tço (9. 10) 


où la constante c est indépendante de h et du (x), 0<S< p. 
DÉMONSTRATION. Soit u* le prolongement de uw à Ravec préserva- 

tion de la classe de dérivabilité. Le théorème 3 nous dit alors qu'il 

existe une fonction ui —= D wpr. telle que ||lu* — u} vs 


J 
< chPris || u* Îlwp+1R). 
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Donc, 


Il u— uñ Îlwysca) = [ u* —uU} Îlwsca) < Ï u*— Uh IR 


<chP+i= || u* Ier) SCA [| Îhy2+1o, 


où la somme uf = Ÿ, w;p; du premier membre de la chaîne d'inégali- 


p 

tés ne contient plus que les termes pour lesquels supp p; N 9 Æ G. 

Si l’on se place dans R”, c’est-à-dire dans le cas de nr variables 
indépendantes, on peut construire les fonctions de base à l’aide d'une 
fonction œ (t) d’une variable vérifiant les conditions du théorème 3. 
A cet effet, on considère un réseau de pas À par rapport à toutes les 
variables (pour simplifier, on prendra un même pas pour toutes les 
variables). Soit j = (j1, . .- ., jh). L'algorithme de construction des 
fonctions de base pour le cas de z variables est simple et se présente 
sous la forme 


PR) =, +. in) (xs, +1 Zn) = hp (4j) EL ESA s 
n 

=hr2] e(#-i). (9.11 
kK=:1 


C'est précisément cet algorithme qui a été utilisé pour la construction 
des fonctions bilinéaires du $ 5 à l’aide des fonctions linéaires par 
morceaux étudiées au $ 2. 

Si la base est construite en vertu de (9.11), les assertions des 
théorèmes 3 et 4 s'étendent ad litteram au cas de n variables. (A signa- 
ler que dans le théorème 4 il faut exiger de plus que & autorise un 
prolongement des fonctions avec préservation de la classe de dériva- 
bilité.) La démonstration de ces théorèmes est la même que pour une 
variable. Nous la laissons au soin du lecteur nous contentant de 
formuler des propositions plus générales sans les prouver. 

Soit donnée dans R” une fonction à support borné @ (x) € W?r(R") 
dont les dérivées d'ordre <<p sont continues et la dérivée d'ordre p 
appartient à L:(R"). Considérons l’ensemble des combinaisons 
linéaires de la forme 


uy= > wjp;(x); (9.12) 
JEZ 
où Z est l’ensemble des indices multiples j = (j1, . . ., j,) et @; (x) = 


= RP (zlh — j) = hp (ch — js)... p(ær/h — j,). On con- 
vient plus bas que 

l«l=a+...+a, pour a€Zet a;,>0, 2%--1û .., x, 
=) & |! 


al=a,! ... 4 !, É pla" 
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THÉORÈME 5 (Strang, Fix). Si une fonction @ (x) € WP est à sup- 
port borné, alors les propositions suivantes sont équivalentes : 


1) o (0) 3 0, mais ® possède des zéros d'ordre p en les autres points 
multiples de 2x, c'est-à-dire que 


Dep (2nj) =0 si 0ÆjEZ, |la|<p. (9.13) 


2) Silæ|<p, alors >, j#e (t — j) est un polynôme de ti, ... 
jeZ 
... tn de terme principal ct, c #0. 
3) Pour toute fonction u (x) € WP+1 (R') il existe des poids {w;} 
tels que pour h—0 


<c,hP#ullyen, O<s<p, (9.14) 


« 
2 


| ee up |ly. 
2 CASA ER (9.15) 


où les constantes c, et c sont indépendantes de u (x) et de h. L'exposant 
p + 1 — sde (9.14) est le meilleur pour les classes étudiées W: et Wr+1. 

Supposons mainlcnant qu’on ait affaire à plusieurs fonctions à 
SUppor borné fm € Wr, m—1,..., M. Formons , = 


= > dmaFm; OÙ dma Sont des coefficients arbitraires donnés. Que 
m= 1 

peut-on dire des propriétés interpolatrices des fonctions Ÿ, (on 

rappelle que la seule condition imposée à Qm est d’appartenir à WP)? 

La réponse à cette question est fournie par le théorème suivant: 


THÉORÈME 6 (Strang, Fix). Supposons queq1, . . ., y appartien- 
nent à WP (KR) et sont à support borné. Les propositions suivantes sont 
alors équivalentes : 

1) JL existe des combinaisons linéaires 1, de fonctions œ, vérifiant 
les relations suivantes: 


Ÿo (0) — 1, Vo (2xj) =0 pour j#0, 
Dbha 2x) | 
2 2-9 ED — 9 pour tous les jEZ, 1<la|<p, a>0, B>0. 


2) Il existe des combinaisons linéaires ÿ, de fonctions fm, vérifiant 
les relations 


+ jp _8’(t—)j) 
ge D DRE, agp. 
B<a à 
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3) Pour toute fonction u € Wp+1 il existe des poids {w;,} tels que 


M 
| dr à & Dj; (x) lys) Le hot [lu INF ÈT , 
= € a 


; (9.16) 
à D lol <ellu lc: 
=! 


où qu (x) = Rp (zh — j). 

Signalons que les théorèmes 5 et 6 dont une demonstration est 
accessible dans [71] nous donnent en fait des algorithmes pour la 
construction de fonctions de base douées de propriétés interpolatrices 
différentes. 


$S 10. B-splines et leurs liens avec certaines 
fonctions interpolatrices. Espace hermitien 


Appliquons la théorie développée au $ 9 à l'étude de certaines 
bases ainsi qu’à leur construction. 

Définissons tout d’abord les B-splines. On appelle B-spline de 
puissance p une fonction h (x) dont la 
transformée de Fourier est de la forme 


1 
À __ { sin(E/2) \P+1 
PO=(-)" . (0.1 
Considérons la fonction en escalier de 
la figure 37. Calculons Po (x) (on omettra “/2 0 1/2 
le facteur (2x)"!/° pour alléger les calculs) : KFig. 37 
| +00 1/2 1/2 
Po (E) — | ® (x) e- x dx — \ e-isx dr — | (cos Ex —ài sin Ex) dr — 
— 0 1/2 1/2 
__sinëzfi/2 icos ëz [1/2 sin (E/2) | 
SE a E = 5/2 ? (0) 


i.e. po (x) est une B-spline de degré zéro douée des propriétés sui- 
vantes : 


s dq = 1 \'one (191 | 
Po (0) = 1 52 0, SE) — Eos GI) (UP) sin (6/2) 


dPo(2xj) 1 nj j 
RÉ L ns #0 pour j#0. 


Donc, m (x) remplit les conditions du théorème 3 du $ 9 pour & = 
— p = 0 et les erreurs d’'approximation admettent les majorations 
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suivantes : 
Ju =2 SE À es <esht”s If a Îly2s 


(CH. © 


(10.4) 


où (x) = hp (x/h — j). On a déjà construit des fonctions de 
base au $ 1 à l’aide de B-splines de degré 0 dans le cas d’un réseau 


uniforme. 


Traitons le cas p — 1. Définissons d'abord 1 (x) comme suit: 


Pi (x) = Go (z}#Po (x); 
alors 


P: (E) = Po ( (#) Fo (E) — (Po (E))? = (62) ; 


La fonction œ; (x) jouit des propriétés suivantes: 


1 (0) = 1 0, 
d®: (£) sin(£/2) d (US MECS 9 Sin a) sin 7} dPo 0 
dE [2x 2 dE E2 Jon 1) dŒ 
pour j #0, 
di (E) do) 3, 9%, 4% 
dE  |2nj ie 2( e) F #Po dE? lg man À d: 


On obtient donc une approximation de la forme 


| u — 2 w;®; (x) lys ch? Il u IRET 


où y (x) = RUE qu (x/h — j). 
Traçons le graphique de ; (x): 


Pa (TZ) = Po * Po = 
1/2 x+1/2 


oo 
_ [ Po (Y) Po(z— y) dy = | Po (T—Y) dy = | Po (2) dz — 


1/2 x-"1/2 
{ si z<—1, alors x +1/2<—1/2 et p, (x) =0, 
si t>1Â, alors x—1/2> 1/2 et @,(r) —0, 
| x+1/2 
_, j si æE]—1, O[, alors p,— | dz=zx<+ 1, 
_ 1/2 
1/2 
si rE€]0, 1[, alors , — | dz—1— 7. 
{ x—-1/2 


(10.5) 


(10.6) 


(40.7: 


(10.*) 
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Ainsi, @1 (x) n’est autre qu’une fonction toit (fig. 38). On re- 
marquera par ailleurs que (fig. 39) 


MO (+3) (2-7). (10.5) 


Il est clair maintenant que la fonction , (x) peut être calculée à 
l’aide d’un produit de convolution pour des valeurs de p plus éle- 
vées : 


Pp (z) = Pp 1 (Z)*Po (x). (10.10) 


La fonction œ, ainsi obtenue est nulle pour x 6[—(p + 1)/2, 
(p + 1)/2] et est un polynôme de degré p sur chaque intervalle 


pl) 


Fig. 38 Fig. 39 


unité [j — (p + 1)/2, j + 1 — (p + 1)/2]. La transformée de Fourier 
de la dérivée dp,/dx est de la forme 


dep (à) = iëp» (E) = (etf/2— e- iô/2) Pp-1 (ë); 


et l’on obtient la formule récurrentielle 


a = Pp-1 [z+ 5) — Pp-i (z—7) ° 00565 


Il est immédiat de remarquer que l’ensemble 
Ho = {usine 3 W;@ (zx), Py=h 1/29, (+—;)} 
p, 


est composé de fonctions qui sont des polynômes de degré p sur 
chaque intervalle et dont les dérivées d'ordre i << p sont continues 
aux nœuds du réseau. La dérivée d'ordre p est bornée. Donc, 
Pr € WP. 
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Un autre cas important est celui où p = 3, c'est-à-dire le cas des 
splines cubiques (fig. 40): 


[ 0,:2>2, 
| Fes zE[, 2], 
= 11+38(41—2)+8 (1—2%—3 A—z)7, (40-12) 


Ve 
|| zE[0, 1], 
Ü ps(— 2), z<0. 


Ps (x) = 


On traite de façon analogue le cas p > 3. À noter toutefois la 
complexité de la réalisation des algorithmes aux éléments finis 


2/3 


Py (I) 


Fig. 40 


mettant en jeu]des fonctions de base construites à l’aide de B-splines 
de degré p >>*3. C'est pourquoi les cas 0 < p 3 sont les plus sou- 
vent retenus dans lesfcalculs pratiques. 

Les B-splines multidimensionnelles ®, (z1, - .., z,) peuvent 


être construites comme le produit tensoriel de B-splines monodimen- 
sionnelles : 


Pp (is + + +, Tn) = Pp (21) Pp (La) co + Pp (En): (10.13) 


Les propriétés interpolatrices des bases construites à l’aide de 
Pp (Zi, + -: «: Th) Sont exprimées par le théorème 5 du $ 9 et leur 
étude est calquée sur celle du cas monodimensionnel. 
Considérons un cas mettant en jeu plusieurs fonctions à support 
borné ®m, M = 1, ..., M, qui seront utilisées pour construire la 
base (et auxquelles on pourra appliquer le théorème 6 du $ 9). Il- 
lustrons ce cas sur l'exemple d’un espace hermitien dont les éléments 
sont des fonctions polynomiales par morceaux du troisième degré. 
Traitons le cas monodimensionnel; supposons que p est impair 
et soit M = (p + 1)/2 le nombre de fonctions de base 1 (x). Chacune 
de ces fonctions’est nulle pour x & [—1, 1] et est un polynôme de 
degré p sur chaque intervalle unité [—1, 0], [0, 1]. Ces polynômes 
sont définis-par la donnée de M conditions aux bornes de ces inter- 
valles : en x = +1 la fonction y; (x) est nulle avec toutes ses déri- 
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vées d’ordre <<, en x = 0, la seule dérivée non nulle est 


di-1 
HA 4, sert, M. (10.14) 


Ces conditions conférent aux fonctions ®; (x) la propriété suivante : 
la relation u (x) — DR (x) dit que u (x) et ses M — 1 premières 
dérivées prennent aux points du réseau les valeurs suivantes: 


i— 
: Re = Vie (10.15) 


(Cette propriété est souvent à l'origine du vaste usage des bases 
hermitiennes.) 

Un exemple important d'espaces hermitiens est celui pour lequel 
p = 3et, par conséquent, M = 2. Les fonctions de base sont donc 
1 (x) et æ (x). D'après ce qui précède, la fonction ®, (x) se repré- 
sente sur [0, 1] par qu (x) = ao + @t + Gex? + as, où ao, . . . 
«+. 43 Se déterminent à partir des conditions 


Pi (0) = 1, AU (1) = 0, 
2 (0)—0, 21 (1)—0, Es) 


c'est-à-dire à partir des équations 


d 
a (0)=a=0, 


Pi (0) — a; — 1; 
pu(A)=1a+a;=0, 1 (1)—20,+3a,= 0, 
d'où de —= —3, as = 2. Donc (fig. 41) 


0, |zl>1, 

P, Cu 1—32x3+2r3—(1—7r)}3(1+2z), zE[0, 1], (10.17) 
Pi(—x), z<O0. 

De façon analogue, les coefficients bo, . . ., b4 de la fonction 


Pa (Z) = bo + bat + bex? + b,rS se déterminent à partir des condi- 
tions 


P2(0)=0, (1) =0, 


2 (0)—1, 2 (1) —0. (10.18) 
Ce qui nous donne (fig. 42) 
0, z>1, 
P2 a (1—z2)z, z2E([0, 1], (10.19) 
— P2(— zx), z<0. 


11—01526 
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L'espace H4%) se définit comme suit: 


Ho = fusiur= D (api (5j) +858 (&—i))}. (10.20) 
j 


Il est immédiat de vérifier que les conditions du théorème 6 du 
$ 9 sont remplies pour p — 3 et s € [0, 2]. Les fonctions 1 et 


Pr(T) 


Fig. 41 Fig. 42 


nous permettent de déterminer une quasi-interpolation de la fonction 
u (x), plus exactement : 


ur (= D (u Go (5) : UN (EI). (40.21 


J 


Ceci nous permet de définir clairement la signification physique des 
valeurs des coefficients en ®, et q, dans la solution approchée u, (x) 
construite par la méthode des éléments finis à l’aide des bases hermi- 
tiennes. 

Dans le cas de x variables, les bases hermitiennes se construisent 
à l’aide de produits tensoriels de fonctions de base monodimension- 
nelles. 


CHAPITRE 3 


CONSTRUCTION DE SCHÉMAS AUX ÉLÉMENTS 
FINIS POUR PROBLÈMES DE PHYSIQUE 
MATHÉMATIQUE 


Dans ce chapitre, on se propose d'illustrer sur l’exemple de quel- 
ques problèmes de physique mathématique des méthodes de construc- 
tion de schémas aux éléments finis dont les solutions définiront les 
solutions approchées des problèmes posés. 

Les principales étapes de la construction d’un schéma aux élé- 
ments finis sont les suivantes: 

— formulation du problème en termes de distributions, étude 
des propriétés fondamentales des opérateurs du problème, énoncé 
des résultats relatifs à l’existence, l’unicité et la régularité de la 
solution, définition des conditions aux limites essentielles et natu- 
relles : 

— choix de l’algorithme de la méthode de projection, des fonc- 
tions de base, réalisation des conditions aux limites essentielles ; 

— construction du schéma aux éléments finis proprement dit: 

— étude de la convergence, estimation de la vitesse de conver- 
gence ; 

— étude de la réalisation numérique de l'algorithme (intégration 
numérique, stabilité, propriétés des matrices du système et éventuel- 
les méthodes de résolution). 


$ 1. Construction d’un schéma aux éléments finis 
pour une équation différentielle ordinaire 
du second ordre 


1.1. Position du problème. Soit à trouver une fonction u (x) 
continue sur Q = Ja, bl vérifiant l'équation 


— © pla) +o(ru(r)=f (x) (1.1) 
et les conditions aux limites 
u (a) = u (b) = 0. (1.2) 


Î (x) € L: (a, b), p (x), q (x) sont des fonctions bornées, 0 < ps < 
< Pp (x) < Pr, 0 LG (TZ) KL 1, Pos Pr» Ya, des constantes. 


11* 
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Désignons par À l'opérateur du problème (1.1), (1.2) défini par 
l'expression Au = — + qu et par D (A), le domaine de 
définition de À. Supposons que D (A) est composé de fonctions u (x) 
continues telles que du/dxr € L, (a, b), Au € L:, et satisfaisant les 
conditions aux limites (1.2). Le problème (1.1), (1.2) peut s’écrire 
maintenant sous la forme de l'équation opératorielle 


Au = f, (1.3) 
que l’on étudiera dans un espace hilbertien H — L, (Q) muni du 
produit scalaire (u, v) = (u, v),. et de la norme || u || = || u ||z.. 


Etudions les propriétés de l'opérateur À. Signalons tout d’abord 
que l’ensemble D (4) est derise dans L, et que l'opérateur À est 
symétrique : 


b 
d d . 
(Au, v)= | (—-p + qu) v dx — 


___, du " 
| P dx 


b 
F4 | (+ quv) dr, u, vED(4), (1.4) 


a 


or u(a)—v(b)—0, donc 


© 


(Au, v)= | (PS + qu) dr =(Av, u). 


à 


Montrons que l'opérateur À est défini positif, c’est-à-dire que 
y lu IP < (Au, u), u ED (4), (1.5) 


où + >> 0 est une constante indépendante de u (x). Pour prouver ce 
fait, il suffit d'utiliser l'inégalité de Friedrichs, qui dans le cas du 
problème considéré se formule comme suit: si une fonction u (x) 
admet une dérivée du/dx sur Ja, bl de carré sommable et si elle est 
nulle en z = a ou x = b, alors 


[lu 11I<c} 


du 
_ É (1.6) 
Prouvons tout d’abord (1.6). Soit u (a) = 0. Alors l'identité 


du (x') , 
dx’ dx 


u (x) = 


Br, 
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pous donne 
: d 
PICIESIE AL 
en b 
Re du Pire lu EP} 
utyevr eV | = AVE —|'d 
b 


ju (DP<(—0) || Sfar 


En intégrant la dernière relation par rapport à x, on obtient (1.6) 
pour c = (b — a)/Y 2. 

En vertu de (1.6),ona 
Lu | br (Se +) < CT (p 5 <= 2 (Au, u), 


dx? dx 2 dr ? 


"0 


c'est-à-dire qu'on obtient (1.5) pour y — V 2po/(b — a). 

Les propriétés de l'opérateur À garantissent l'existence de l’opé- 
rateur inverse A”, ce qui signifie que l’équation (1.3) admet une 
solution unique. 

Soit u (x) la solution de cette équation. En multipliant (1.3) 
scalairement par u (x) dans L, et en intégrant par parties en tenant 
compte des conditions aux limites, on est conduit à la relation 


d d 
(pe, Se) + (au, w)=(f, u). 
Les inégalités 
du 


6, ui<flen<ifle [ (pe, SE) + (au, 0) |” 


entraînent la majoration 


du > 

(PS, À) + (qu, u)<clifll. (1.7) 

De là en tenant compte des contraintes imposées à p et à q, on 
obtient l’inégalite 

(Lu lu be Se FI. (1.8) 


Si l’on admet que p (x) possède une dérivée dp/dx bornée, alors en 
mettant (1.1) sous la ue 


d'u = 1 dP. du 
Rd? (1 QU dz dx +) 
et en se servant de (1.8), on trouve 
d°u | 
| <cU/ 1 Hu llige Selle (1.9) 
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On a donc établi le fait suivant pour le problème considéré: 
si px), q (x), dp/dx € L,, alors le problème (1.1), (1.2) possède 
une solution unique u (x) justiciable des majorations (1.9). 

À noter que les résultats du $ 2 du chapitre nous permettent de 
conclure que les conditions (1.2) sont essentielles. 

1.2. Construction d'un schéma aux éléments finis. Une fois en 
possession d’une information sur les propriétés de l'opérateur À, 
l'existence, l’unicité et la régularité de la solution u (x), on peut 
passer à la formulation de l'algorithme aux éléments finis de résolu- 
tion approchée du problème (1.1), (1.2). L'opérateur À étant sy- 
métrique et défini positif, on se servira de la méthode de Ritz dans 
des espaces énergétiques. L'espace énergétique H,4 sera muni du 
produit scalaire et de la norme suivants: 


b 
u,v]= | (PS +) ds, [uj=lu, ujt2. (110) 


En tenant compte des contraintes imposées à p et q et de l’inégalité 


de Friedrichs, on constate que l’espace H, est confondu avec W: 
et l’on a l’équivalence suivante des normes 


Co lu Îhs8< [u] <C; [lu Îlyy2- (1 11) 


La méthode de Ritz ramène le problème (1.1), (1.2) à la minimisa- 
tion de la fonctionnelle 


F(u) = [u, ul — 2 (u, f) (1.12) 


dans l’espace A1 — Wi. Or on a déjà prouvé l'existence et l’unicité 
de la solution u € WA, donc cette fonction minimisera également la 
fonctionnelle F (u). 


Déterminons les fonctions de base. L'espace W: étant l'espace 


des fonctions minimisant la fonctionnelle F (u) (autrement dit, W: 
étant le domaine de définition de F (u)), il contiendra les fonctions 
linéaires par morceaux vérifiant la condition (1.2). On prendra donc 
pour fonctions de base des fonctions linéaires par morceaux (cf. $ 2, 
Chap. 2). Pour les construire, munissons Ja, bf[ d’un réseau 


a = ZI) <<... LIN = bd, 
h=z-munui=1,..., N, h=(b — a)/N, (1 13) 
tel que 
Ch<Lh< ch, (1.14) 
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Où Ce, C3 >> 0 sont des constantes indépendantes de h,; et de L. Asso- 
cions à chaque nœud du réseau la fonction linéaire par morceaux 


Z—Z;_ 
©, zrE]z;-, Zl, 


; Ti Ti-1 
Pit) =. À zinz 1.15 
vh Zja1 —21 ? ZE] Zi, Zitil, ( ) 
0, TE] Tiny, Zitil. 
Considérons la combinaison linéaire 
N 


Un (Z) — à ai; (2) 


et exigeons qu'elle satisfasse les conditions aux limites essentielles 
du problème, c'est-à-dire que u, (a) = ao = un (b) = an = 0. Ces 
conditions seront vérifiées par toute combinaison linéaire de la 
forme 
N=-1 
uR(z)= D api(z); (1.16) 


{=i 


désignons l’ensemble de ces combinaisons linéaires par W1 = 
= Qu Il est évident que Win = W: = H,. 

En vertu de la méthode énergétique, pour solution approchée u, 
on peut adopter une fonction de la forme (1.16) minimisant F (v) 
sur le sous-espace W!:. Les coefficients a; de cette fonction se 
déterminent à partir des conditions 0F (u,)/0a; = 0, i — 1, ... 
. y N — 1. Ceci nous conduit au système d'équations 


Aa=f, a—=(a, ...; an), (1.17) 


où les éléments de la matrice À — (43) et les composantes du vec- 
teur f = (f1, - . ., fn1)7 sont respectivement de la forme 


b 
: d d 

Au = 1: Pl = | (pt +) dz = 
a 


d 
f=G, pp=\jprdr= | je, ds, 


0, 


oùQ,,=]a,b[N supp; N supppsetQ,;=]a,b[N suppp;=]z;, 
Zi+il. La connaissance de À;; et de f;, qui sont des intégrales de 
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fonctions connues, nous permet de déterminer la matrice À et le 
vecteur f. 

Etant donné que, dans la méthode de Ritz, la matrice du systé- 
me (1.17) garde les propriétés de symétrie et de définition positive 
de l'opérateur À, on peut affirmer que (1.17) possède une seule solu- 
tion a —= (a, ..., an._1)7 qui définit univoquement la solution 


approchée u, (x) à l’aide de (1.16). A noter que la matrice À est 
tridiagonale, car A; = 0 pour | i — j | > 1 (les supports des fonc- 
tions , et y, sont disjoints dans ce cas). D'où l’on déduit que l’on 
peut résoudre le système (1.17) par la méthode de factorisation qui 
est bien adaptée pour la cause. A la fin du paragraphe on exhibera 
des exemples qui nous fourniront d'autres renseignements sur la 


structure de la matrice À et sur ses propriétés, propriétés qui per- 
mettent de traiter (1.17) comme un système d'équations aux diffé- 
rences. 
1.3. Convergence. Estimation de la vitesse de convergence 
dans L,. Etudions la convergence de la solution approchée u, vers 
la solution exacte u (x) du problème (1.1), (1.2). Du $ 2, chap. 1, 
il s'ensuit que la solution approchée de la méthode de Ritz vérifie 
Ni 

l'inégalité [u — u;] < [u — v;]l, où v, = > b;w; est une fonction 
4=1 

arbitraire de HN — Wi*. En tenant compte de (1.11), on trouve 


u—u,ll4<cllu —v: fly 

0e. . .., (419) 

[Lu — un Îly3<C inf Il U— Ur Il Ur È W: 4 
Th 


Des résultats de l'approximation par des fonctions de base {:} 
linéaires par morceaux, de la régularité de la solution exacte u (x) € 
€ Wä et de (1.19) il s'ensuit que non seulement u, > u pour R—+ 0, 
mais aussi que 


uv lu ch lulla ex If I. (1.20) 
On a donc le 


THÉOREME 1. Si p, q, dp/dr € L, (a, b), alors la solution ap- 
prochée u, de la méthode de Ritz converge vers la solution exacte u (x) 
du problème (1.1), (1.2) pour k — 0 et l’on a la majoration (1.20). 

Evaluons la vitesse de convergence de u}, vers u(z) pour la 
métrique de L,(Q). L'inégalité de Friedrichs nous dit que 
[u —u, |<ch]||f Il. Mais cette majoration est souvent trop 
grossière. Voyons un autre procédé d'investigation de la vitesse de 
convergence de u, vers u pour la métrique de L,. On se placera 
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dans un espace énergétique, donc les raisonnements qui vont suivre 
s'étendent sans changements notables à des problèmes plus compli- 
qués et au cas de plusieurs variables. 

Signalons que la solution du problème posé vérifie l’équation 
d'Euler (écrite sous la forme distributionnelle) : 


lu, ul = (f, v), vE Wi. (1.21) 
On sait que l’équation (1.21) admet une solution vérifiant les majo- 


rations (1.9). D'autre part, la solution approchée u, satisfait la 
relation 


(un, Url = (, un) (1.22) 
pour toute fonction v, € HU — 2, . Posons v = v, dans (1.21} 
et ôtons (1.22) de (1.21): 
[u —u;,, vx] = 0, v,€ W1,h : (1.23) 
Considérons le problème auxiliaire 
AO = F, 


où pour F on prendra u — u,. De l’exposé précédent il s'ensuit que 
ce problème possède une solution unique ® qui vérifie la majora- 
tion 


D Is SeNFI=clu—u, ||, (1.24} 
ainsi que l'égalité de type (1.21): 
(D, cl =(F, v), ve W!. (1.25) 


Posons v=u—u,E€ W1. La relation (1.25) devient 
(F,v) = (u —u,, u —u;,) = 
= [O, u — ur] — [u — uys Dhl = 
= [D — Dy,u—u,| LD — D,llu —u,] < 
< ch f NE —D,I< ch II FIND — D, llwé, (1.26) 
où ®, est une fonction arbitraire de W:,n . En vertu des résultats de 


l’approximation, on peut choisir ®, telle que || ® — ®, [ly1 < 
< ch || ® [|w2. De là et de (1.26), compte tenu de (1.24), il vient 


fu—u, IF < ch ISIN D — O4 Is KA SIN D Mrs < 
< ch FI Iu — ur Il. 


Donc, la vitesse de convergence admet la majoration suivante pour 
la métrique de Z,: 


lu —u << ch 1 I, (1.27) 


où la constante c est indépendante de h, u (x) et u, (x). 
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1.4. Exemples. Considérons quelques exemples pour illustrer 
l'algorithme aux éléments finis de résolution du problème (1.1), 
(1.2). 

EXEMPLE 1. Soient p (x), q(r) des fonctions constantes par 
morceaux affectées d’un nombre fini de discontinuités confondues 
avec les nœuds du réseau et P;_179 = px) pour x € Jr; x, il, 
à = 1,  N, qiye = Q(x) pour z Erin, af, ë = 1,..., 
Explicitons la matrice À de (1.17). Comme À;; = Opour|i—;jl] > 
> 1, il faut calculer simplement les éléments A;_1. ;, Ajy, Aj+, s. 
Écrivons l'élément A: et considérons ses composantes : 


d d L , . 
A; = [Pi Ps] = (p + , — 1) + (qp;, Pj): i=j—1, D 1+1, 


x 
dPj-1  dp dir dp 1 
(px, 1) = : pt El dx = — — Pie ? 


dz dz 
Xf1 
d d . d 2 "Jr d 2 
Ps dpi | PJ | (A _ 
(pe, = | p(S) art | p(PL)' az 
Xf_1 X} 
RE 
— Pj-112 hh; Pj-112 hhju1 ? 
d d de 1 
Pjs1 Pj | _ J+1 J — _ 
(P dx ? dx }= | Pr ‘ar dz Pjtul2 hhj,1 ? 
x 
J 
x x 
(zÿ— x) (z—zxj_) 
(QPj-1r Ps) = ( QPj-1P 3 ÊT = Jj-1r2 ( me 
XJ=1 X 9-1 


_ hj 
— 12 5h ? 


2h} 
(gPy: P3) = y D D + queue ge 3 
j=1, se + N—1i. 


h 
(4 +1 Ps) = Qj+i2 ” ’ 


En définitive, on obtient la matrice 


Pi/a Fa Ps/2 _ _Pa/2 
hh1 hhe hhe 
__Psls 
2 hhs } 
SE + __PN=-s/a + 
khan 
_ PN-3/2 PN-3/2. ,  _PN-1/3 


hhn-1 hhN = hhn 
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T 2Quyohs + 2Qsiohe Qayahe 
. Qsi2h2 - 
TR 
Qn-s/2hN- 
QN-s/2hin-s 2Qn-s/2in 1 + 2Qn-1hn 


EXEMPLE 2. Supposons que q (x) > qo > 0. Que peut-on dire de 
la stabilité de la méthode de factorisation si la matrice du système 
est celle de l’exemple 1? La théorie de cette méthode nous assure 
de la stabilité, car | Au | = Au > | Ai à | + l'Ai4i sl, à = 
= 2,..., N —2, An > | A1, AN na > l'An. nu | 

EXEMPLE 3. Supposons que qg = 0, p = const et M = h, i — 
= 1,..., N. On demande les valeurs propres de la matrice de 
l'exemple 1. Sous les conditions posées, la matrice À est confondue 
avec celle que l’on obtient en résolvant le problème (1.1), (1.2) par la 
méthode des différences en approchant d°u/dx* par la relation 


d'u (ri) —2u (si) +u(ziu) 
dr? |x=x, h3 { 


c'est-à-dire est de la forme 


Res ] 
h° h? 
1 
Th 
A =D : 
7h 
4 2 
7h 3 | 


Les valeurs propres À, d’une telle matrice et les vecteurs propres 
correspondants ut”) = (u4% , ..., u&) ,)T sont bien connus, ils 
sont de la forme (cf. par exemple {5]) 

= p + sin? £ è u®) = sin jknk, 


k=1, .,N-1, j=1,...,N—1. 


EXEMPLE 4. Voyons le problème 


+ pe +qu=f (a), 
.28 
u (a)= 5 (b) = 0, ie 
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où p, get f satisfont les conditions introduites ci-dessus. En quoi 
l'algorithme aux éléments finis de résolution du problème (1.28) se 
distingue-t-il de celui du problème (1.1), (1.2)? Les majorations de la 
vitesse de convergence de la solution approchée u,, restent-elles 
valables ? 

La forme du produit scalaire de l'espace énergétique correspon- 
dant à (1.28) est la même. Les fonctions de 7, vérifieront nécessaire- 
ment la condition uw (a) — O (qui est essentielle). Mais A, peut 
contenir des fonctions ne satisfaisant pas la deuxième condition 
aux limites du problème (1.28) (qui est naturelle). De là il s'ensuit 
que les fonctions u} € H(9  minimisant la fonctionnelle F (u) sont 


de la forme 


p) 


Uh — > a;@; (x), (1.29) 
i=1 


c’est-à-dire que la sommation est étendue à V. Ces fonctions vérifient 
la condition uw} (a) — Ü, mais pas forcément la condition SE (b) = 0. 


Donc, la matrice À est d'ordre N et pas V — 1 comme précédem- 
ment. 

Pour le reste la marche à suivre pour résoudre le problème (1.28) 
par la méthode des éléments finis est la même qu'avant. On s'assure 
immédiatement de la validité des majorations de la vitesse de con- 
vergence de u, vers u lorsque À —+ 0 pour les métriques de W! et L.. 

EXEMPLE 9. Supposons que q = 0, p — const dans (1.28) et que 
hi=h,i=1,..., N. Cherchons la forme de la matrice À obtenue 
en résolvant le problème (1.28) par la méthode aux éléments finis 
en prenant des fonctions de base linéaires par morceaux. Des calculs 
simples nous donnent 


1 2 1 
h3 RE 
1 e 
— #7 
A=D ; , 
nr] 
1 1 
L Th?  h31 


c'est-à-dire que la matrice À est la même que dans la résolution du 
problème (1.28) par la méthode aux différences finies d'approxima- 
tion de la dérivée seconde d’u/dx° sur trois points en x;. Le schéma 
aux différences se distingue de celui des éléments finis (de même que 
dans l'exemple 3) par la forme seulement des coordonnées j,; des 
vecteurs f des seconds membres. 
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EXEMPLE 6. Considérons le problème avec conditions aux limites 
non homogènes 


d du 
D qu =f, 
Los (1.30) 


u(a)=u,, u(b)=u,, 


où U,, u, sont des constantes, p, q et f les mêmes fonctions que dans 
le problème (1.1), (1.3). Comment construire une solution approchée 
par la méthode des éléments finis? I] est possible soit de construire 
un algorithme tel que la solution approchée satisfasse les conditions 
aux limites, soit de ramener ce problème à un problème avec des 
conditions aux limites homogènes. Ces deux approches sont faciles 


» 


à mettre en œuvre. Dans le premier cas, on cherche une solution 
N 

approchée u, sous la forme u, = D a;g;i (x) et l’on exige que 
i— 0 


1—= 
un (a) = ue, un (b) = u,. Ceci entraîne que ao = Ua, An = Up. 
Les autres coefficients a;, à — 14, ..., N — 1, sont donnés par la 
minimisation de F(u,) par rapport à a;. 
Dans le deuxième cas, supposons que l’on connaisse une fonction 
U (x) vérifiant les conditions U (a) = u,, U (b) = u,. En posant 
v = u — U on est alors conduit au problème pour v (x): 


v (a) =v (b) =0, GEL 


s U 
où f=f—qu+ Ep EL. 


Le problème (1.31) peut être résolu comme le problème (1.1), 
(1.2). Soit v, une solution approchée du problème (1.31); en posant 
un = U + v,;, on obtient une solution approchée uw, du problème 
(1.30). Pour U (x) on peut prendre la solution du problème 


d dU 
HP =0, U(a)=u, U(b)=u, 


» 


qui est facile à trouver et qui s'écrit 


b 
U()=(ue ue) (|) | -$ 


P (&) T Ua 


D __—x À 


À noter que la deuxième approche est souvent utilisée non seule- 
ment dans les études théoriques des problèmes à conditions aux 
limites non homogènes mais aussi dans leur résolution approchée. 
Le choix d’une fonction U (x) appropriée est grandement simplifié 
dans la position distributionnelle. 
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$ 2. Problème aux limites mixte pour équations 
elliptiques du second ordre 


Dans ce paragraphe et dans les suivants on se propose d'appliquer 
la méthode aux éléments finis à la résolution de problèmes faisant 
intervenir des équations elliptiques du second ordre à deux variables. 
On fera notre exposé pour des problèmes simples, mais les raisonne- 
ments et de nombreux résultats s'étendent à des équations de forme 
plus générale. On commencera par le problème aux limites mixte qui 
intervient fréquemment dans les applications; ce problème est 
d’autant plus intéressant que dans bien des cas le problème de 
Dirichlet s'y ramène approximativement. 

2.1. Position du problème. Considérons le problème aux limites 
mixte 


—Au—=f(xz), z=1(x,, 2) E(, (2.1) 
ou+ =g (x), z € 0Q. (2.2) 


On suppose que f (x) € H = L, (Q), la frontière 6Q est assez 
différentiable, g (x) € L, (8Q), © (x) est une fonction bornée définie 
sur 0Q telle que 0 << o < © (x) < O1, Oo, 01 étant des constantes. 

Formulons (2.1), (2.2) en termes de distributions (sans passer 
par la position opératorielle classique). Multiplions, à cet effet, 
(2.1) scalairement dans L, (Q) par une fonction arbitraire v € W:(Q) 
et intégrons par parties en tenant compte des conditions aux limites. 


On obtient en définitive l'égalité 


[u, v]=(f, v) + | gv do, (2.3) 
oo 


2 
ou Ov 
Lu, u]= (+, 2) + ( ouv du. 
4=—1 (,91 


Appelons solution distributionnelle du problème (2.1), (2.2) une 
fonction u € W!(Q) vérifiant (2.3), où v est une fonction arbitraire 
de W: (2). 

Pour étudier le problème dans la position distributionnelle, 
nous aurons besoin de l'inégalité 


9 


| [u|2dz<c (> | 


i=1 Q ôn 


"az+ | PTOE (2.4) 


dv 
GE à 


qui est valable pour toute fonction v € W, (Q). Par souci de simplici- 
té, prouvons cette inégalité pour Q ={0<r <a, 0< ra < b}. 
Considérons une suite de fonctions régulières {v.} convergeant vers v 
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dans W, (Q). La relation 


Dm (xt, ze) dx! + Um (0, Ta), 


CEA 


Um (CTE Z2) = 


on # 


nous donne 


CEA 


ù 2 
Un (x, Z2) [<< 2z, | | 22m (z:, 2) dz, ea 2 | Um (0, 22) [2, 
0 


a b a b b 
” |! dom |? 
fimirardn<e | || fade +24 | lo, (0, 217 à, < 
0 0 0 0 0 
2 
dm || ? 
<a? } Es -+ 2a [| Um ÎlL: (80) - 
{mi : 
De façon analogue, 
Moule > | +210, léuo 
m lL2(Q) à 021 |lL:o) m |IL2(00) - 
i= 
Donc 
2 
2 Oum ||? 2 ] 9 
l En ls <e (3 do tllmllisw®), (2.5) 
i—= 


où c = max (!°, 21), L — min (a, b). 
Les suites {Um}, {00m NX 0z;} convergent respectivement vers v 
et dv/6x; lorsque m —+ œ pour la métrique de L, (Q). L’inégalité 


Î La ÎlLs00) <C Il w Îlykco (2.6} 


qui est valable pour toute fonction w € W1 (Q) [7] entraîne la con- 
vergence de la suite {Um |oo } pour la métrique de ZL, (6Q) vers 
une fonction que l’on désignera par v | et que l’on appellera trace 
de la fonction v sur 0Q. A noter que v |sa vérifie (2.6). En faisant 
tendre m—>- co dans (2.5), on obtient (2.4). 

En se servant de (2.4) on montre sans peine que la forme [u, v] 
satisfait tous les axiomes du produit scalaire et que la quantité 
[u] = [u, u]!/* peut être adoptée pour norme dans W1(Q). Les 
normes [+] et ||- [lwlo sont équivalentes. En effet, l'inégalité 
Il U [Ira 60 < C1 llv|lw! étant vérifiée pour toute fonction LE 


176 CONSTRUCTION DE SCHEMAS AUX ÉLÉMENTS FINIS (CH. 3 
€ W:(Q), on a 


2 
m-(à 
i=1 


Ov 
0x; 


dv 
dx 


+ ford) < (5 [2 oct ol) < 
00 i=1 


<V1 na ici Il U [lu kca- (2.7) 
Par ailleurs, en vertu de (2.4), il vient 


Ov 
OT; 


+ 


dv 
Ôz; 


2 2 
410 Ilvgos = | > | F Hire) < (3 +9) 
y 1—=1 


1/2 — RS 
+ c |] v [lÉatoe)) < max (Vo +T, v 5) X 


<'est-àa-dire que 
C2 Î U Île [u] C3 Î U Îlv4ç0) Cor Ca > 0. 
Supposons donc que W4 (Q) est muni du produit scalaire [u, v] 
et de la norme [u] = [u, u]/?. Prouvons l'existence et l'unicité 
de la solution distributionnelle du problème (2.1), (2.2). Considérons 


à cet effet la fonctionnelle du second membre de (2.3). Cette fonction- 
nelle est bornée dans W:: 


Lu, u)+ À e do <1 iv 1 + 66 21 glace 11 
0Q 


e (| FI + où * |] £ MÉscem)/2 [v] Le [v1. 


Donc, le théorème de Riesz de représentation d’une fonctionnelle 
bornée dans W3 nous dit qu'il existe une fonction w, telle que 


(f; v) + | gv do =[u,, V]; 
(7e | 


Lu ]<e(Ilf [+05 118 Isa)? 
(2.3) s'écrit alors 


(2.9) 


[u, v] = [uo, vl, ve W: (2.10) 

De là il s'ensuit que le problème admet une solution distribu- 
tionnelle unique qui est confondue avec us Donc, cette solution 
est justiciable de la majoration (2.9). On sait (cf. $ 2, chap. À) que 
(2.10) est une équation d'Euler sous forme distributionnelle dont la 
solution est une fonction réalisant le minimum de la fonctionnelle 
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F(u) = [uf — 2{u, uol = {u — uol° — [uol* pour la métrique de 
de Wä. En se servant de (2.9), on peut mettre cette fonctionnelle 
sous la forme 


F(u)={u]2—2(u, f—2 | gu do. (2.11) 


8Qa 


On a donc montré que F (u) est minimisée par une solution 
distributionnelle pour la métrique de Wi. 

À noter que si l’on admet que g (x) est une fonction régulière, 
alors la théorie des équations elliptiques [70] nous dit que la solution 
distributionnelle appartient à W35 (Q), et, de plus, || u [lw3ço < c, 
où la constante c ne dépend que du domaine ( et des fonctions fet g. 

2.2. Construction d’un algorithme des éléments finis. Construi- 
sons l'algorithme des éléments finis de résolution du problème (2.1), 
(2.2). On a vu en résolvant ce problème au 
chapitre { que les méthodes de Ritz (dans 
un espace énergétique) et de Boubnov-Ga- 
lerkin se confondent. On a affaire ici à une 
condition aux limites naturelle. 

Inscrivons Q dans un polygone (fig. 43) 
et triangulons-le comme au $ 4, chap. 2, en 
nous arrangeant pour que tous les triangles 
élémentaires Q; soient du même ordre de 
grandeur, que le plus petit des angles 6, 
soit toujours strictement positif et ne 
dépende pas de la triangulation et, enfin, 
que mes (Q;)et mes (Q f$2;) soient du même 
ordre de grandeur quels que soient i et j. Désignons par Q, la réunion 
des triangles dont les intersections avec Q ne sont pas vides. Soit NW 
le nombre de sommets des triangles de Q@,. Prenons pour fonctions 
de base des fonctions ; (x) linéaires par morceaux (cf. $ 4, chap. 2). 

Cherchons une solution approchée sous la forme 


N 


Ur = 2 a,®; (x), 


où a; seront déterminés à partir du système d'équations 


lun, pl=(, qh+ | gpido, i=1,...,N, 2,19) 
Ge) 
ou 
Âa — ? (2.13) 


12—-01526 
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où a= (a,, re es ax)?, 1= (1: …. FE) À =(4;j), 


7 ! ôp; à 
A5 = An = tqs P]= Y \ Fe per dt: dr3 + | OP: do, 
k=—10Q;; . 68 
fi = | foi ds das + | gpido, ,—0@ N supp qi, 
à, ôa 


Q;=QN supp; N supp, à, j—=1,...,N. 
La matrice du système (2.13) étant symétrique et définie positive, 
N ; 


celui-ci possède une seule solution qui définit uw, — > ai@; (x). 


i=1 
2.3. Estimations de la vitesse de convergence. Evaluons la 
vitesse de convergence de u, vers u. De la théorie de la méthode 
de Ritz ($ 2, chap. 1) il s'ensuit que 
lu —u,f =[u—u,, u —w,] lu — ul lu — w;], 
N 
où w, = », bips et b, sont des coefficients arbitraires. D'où l'on 
i=1 
déduit, grâce à (2.7) et (2.8), 
uv [leo SV 1+ 0% max(Ve+1, Vc/o)l[u —w; yo = 


= C Î U—W} Îlygco) (2. 14) 
x 


Hu us Ilptgoy Se infllu— 2 bipillugo- 
t 


De la théorie des approximations (cf. $$ 4, 8, chap. 2) on sait 
que pour toute fonction u € W° (Q) on peut exhiber une combinaison 
N 


linéaire ur — D) ci; telle que 
i=1 


kh 
I[U— ur Icon CS sin 6, Il u Il 3° 


où k est le plus grand côté des triangles, 6,, le plus petit angle, 
cs > 0, une constante indépendante de k, 8 et u (x). En se servant 
de ce résultat et en admettant que la solution appartient à W2, onest 
conduit à la majoration suivante pour la métrique de W, : 


< 


N 
lu —u, Iyto < Ce inf | u— D} bip: ten 
i = 


h = 
<C, Ï U— Ur Îhiyico <C sin® î U lys: (2. 15) 
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Evaluons la vitesse de convergence de u, vers u pour la métrique 


de L,. Posons à cet effet le problème auxiliaire 


—AD=F, 


où F — u — up € L, (Q). Ce problème admet une solution © telle 
que 


I D Ilyzro EF llzacey 


et de plus [®,vl = (F, v) pour v € W, (Q). En prenant v = u — u}, 
on obtient 


N 
Î U—U} Il Lao) ” (F, LU) an) [®, u — un] nn [o— > b;®;, U — un |< 
i=1 


N N 
<|o-Y b;®; Ju-u<t+ae]o—x bi; L lu—ull;10 < 


i=1 


N 
h 
<C no 12 Îlivate) |o— 2 bip: ho - 
i= 1 


En choisissant {b,} tels que 


N 
TS b. se : 
|o 2. bip: lac << sin 6, l D Ilwëco 


on trouve 
2 h_\° 
lu —u, [Le <c (5x) Île fligçop 4 — Un ÎlLecoy 


d’où l’on déduit la majoration annoncée 


kb 2 9 : 
ua loc (5) élit): (2.16) 


Signalons en conclusion que la condition aux limites étant natu- 
relle et les fonctions de base, susceptibles de ne pas la satisfaire, on 
utilise souvent des réseaux uniformes dans de tels problèmes. Ceci 
simplifie la construction des fonctions de base et de l'algorithme 
tout entier, en revanche mes (Q;) et mes (Q MN Q;) risquent de ne plus 
être du même ordre, d’où un mauvais conditionnement de la matrice 
du système. Donc pour remédier à cette situation, on ne modifie que 
les triangles réguliers (construits sur un réseau uniforme) limitrophes 
à la frontière 9Q. Ceci étant, on peut introduire des triangles curvi- 
lignes pour mieux approcher 6Q@ par 4@,. Sur les triangles frontaliers. 


12% 
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non réguliers. les fonctions de base peuvent être construites, par 
exemple. par des transformations isoparamétriques (cf. $ 8, chap. 2). 

2.4. Etude de la vitesse de convergence à l’aide d’un espace d'in- 
dice fractionnaire. Les espaces hilbertiens W* d'indice s fraction- 
naire se prêtent souvent bien à l’étude de divers problèmes de la 
théorie des méthodes des éléments finis dans la mesure où ils permet- 
tent d'obtenir les résultats les plus précis. Ces espaces s’introduisent 
le plus simplement par la transformation de Fourier (cf. $9, chap. 2). 
Supposons que l'indice s des espaces W: (R") est un réel fini positif 
(pas forcément entier). Considérons un domaine borné Q = R” de 
frontière assez différentiable et définissons l’espace W: (Q) à l’aide 
de W: (R”). Prenons pour W: (Q) l’ensemble des fonctions u, restric- 
tions à Q de fonctions u, € W: (R'). L'espace W: (Q) est muni de la 
norme suivante : 


Il U Îlu£co) = inf Il ue IRON (2. 17) 


où l’infimum est pris sur toutes les fonctions u, € W: (R") dont les 
restrictions à Q@ sont confondues avec u (c’est-à-dire sur tous les 
prolongements de u € W: (Q) à R"). On vérifie immédiatement que 
(2.17) est douée de toutes les propriétés d’une norme. (A noter que 
si s > 0 est entier, alors les espaces W: (Q) sont confondus avec les 
espaces W: introduits au début du chapitre 2 sous les contraintes 
imposées plus haut à la différentiabilité de 9Q. La démonstration 
de ce fait est donnée dans des ouvrages spéciaux.) 

On peut aussi définir la notion de trace sur 0Q@ pour les espaces 
W: (Q) d'indice fractionnaire s > 1/2. On sait, par exemple, que 
toute fonction u € W: (Q) possède une trace u |50 douée de « déri- 
vées » jusqu'à l’ordre s — 1/2, de carré sommable, c'est-à-dire 
Lu [lws-1/2 << oo, et, de plus, l'on a la relation [24] 

(2.18) 


u , <clu . 
|| lys LPS Nuls co 


De là on déduit, par exemple, que si u € W3 (Q), alors la dérivée 


_ a un sens pour cette fonction et, en outre, 
| 7 pp. Sclulz,, 670: 62) 
w4/* (60) 209) 


Il est immédiat de remarquer par ailleurs que de la définition de 
W35 (Q) il s'ensuit que 


| lo SC || & || pour s >, (2.20) 


W2(Q) 
autrement dit, si une fonction u est un élément de W35 (Q), elle sera 
aussi élément de W}> (Q) et vérifiera (2.20). On a des relations ana- 
logues à (2.20) pour les espaces W3 (dQ). 
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Utilisons maintenant les espäces W35 avec s fractionnaire pour 
estimer l'erreur de la solution approchée du problème (2.1), (2.2). 
Formulons tout d’abord une proposition relative à l’existence de la 
solution de ce problème [70]: pour que le problème (2.1), (2.2) ad- 
mette une solution unique appartenant à W3 (Q), il est nécessaire et 
suffisant que f € L, a gE W1:=(9Q); sous ces conditions, on a 


Ga (If are 18 Hays 99) SE lez 


< C2 (NN 7 zac + SI ), (2.21) 


w2/*(00) 


où les constantes c1, €: >> O ne dépendent que du domaine ©. 
Si maintenant on se sert de (2.21), alors on peut mettre les majo- 
rations (2.15), (2.16) sous la forme 


he 
fu—ull,s Se nes Ullzso +8, v}? ) 


Woa(Q) (09) 
| (2.22) 
ue un Iron Se (5e) US later +11 EUR 00)" 
Considérons un problème (2.1), (2.2) de la forme 
— Au = Î TL € Q, 
_ (2.23) 
UE On = g, LT € 1429 


où € >> 0 est un nombre petit. Soit u,. , une solution approchée 
obtenue par l'algorithme développé ci-dessus. Le nombre € étant 
petit, l’inégalité (2.7) devient 

+) 


(] = (5 fu) II 


wa) 


et l'erreur u — u, } admet : majorations suivantes: 
C 


lueur Se Ste ec (lle + +8, 172 


wi 2(Q) 7) À 


C 
une à ls < + (os) (les +1 llyue 0) 
Affinons les majorations de u — u, ,. Utilisons à cet effet 
l'inégalité (sans la démontrer) valable pour toute fonction v € 


€ W: (G): 


(0Q) 


| duc (® | * dx LS | v? dx) (2.25) 
ôa 
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où &w, est une bande frontalière intérieure au domaine Q et de largeur 
Ô assez petite, 0Q est bicontinûment différentiable, c, une constante. 
La théorie de la convergence de la méthode de Ritz nous dit que 


[u —u, }) lu — ul, (2.26) 


où uw, est une fonction arbitraire de l'enveloppe linéaire du syste- 
me {qui}. 


Supposons que pour u, on ait choisi une fonction vérifiant les 
Supposons que pour ur. 
majorations suivantes de l'erreur (cf. $ 8, chap. 2): 
hk 
[lu —ur Ike) SC sinê Île [v3co)» 
PAP EC AIIIRES 


De (2.25) et (2.26) on déduit alors que 


eu 


u—u Pr <Y. | 
{= 1 


1 2 
+= Îlu—ur IL: < 


He 3 WU) |. 2(Q) 


2 
cô » 
<(1+2)5 ftu-unt + lle ulée. 
i=1 
Donc, pour Ô = &e il vient 
[u— u,.;]? <-or lu 2 [lu ,3< 
ch? 2 9 = 
<aos (1 + : pis à [FAR ea) (2.27) 
fu —ue, | ei +) (If lese +58 leo): 
ehllylo = sin6 ci V9” (0) 
En reprenant les raisonnements qui nous ont servi à majorer 


l'erreur pour la métrique de Z, (@), on obtient 
ch? h\2., 
lu —ue, à Lao < 70 (1 + +) * 


1 
X (n fzso + + ll 8 Is/2çee,) . (2.28) 


$ 3. Résolution du problème aux limites de Neumann 


Dans un domaine borné Q & R° considérons l'équation 


2 
— >, a ay —— - +a(r)ju=f(x), zEQ, (3.1) 


OT 
4, J=1 
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avec la condition aux limites 


a 


= > y er COS (ne, z;)=0, zxE0d(. (3.2) 


4, J= 1 


On admet qu'est remplie la condition d’ellipticité 


0] 


LE< 2: a; (x) EE) SU, 


OÙ Ë = (1, 82), E* = D Ë, Lo, 1 >> 0 sont des constantes quels 
i=1 
que soient x € Q — Q + 6Q et Ë réels. Supposons que les coefficients 
&iy (x) = aj; (x) possèdent dans Q des dérivées Ou:/ôxz», k = 1, 2, 
bornées, 0 up, < a (r) Ua, ue et du, sont des constantes, f (x) É 
€ L, (Q). _e 
La forme opératorielle du problème (3.1), (3.2) est 


Au =}, fEH = L, (Q), (3.3) 
où 
Au = — 5 y —— a — + au, 
“rer É 
Re = 0}. 


Il est immédiat de vérifier que l’opérateur À est symétrique et défini 
positif. L'espace énergétique H, correspondant à À est muni du 
produit scalaire 


[u, v] — | > Gij — = +auv) dz 
Q i,j=1 
et de la norme 


ist ute=(((S a +au) dr). 
Q i,j=1 


De plus, H4 = WA (Q) et l’on a les relations d'équivalence suivan- 
tes : 
Coll u Ilwio < lul < cl u Ilwko ; Cos C1 > 0. (3.4) 


Sous les conditions posées, le deu (3.1), (3.2) admet une solu- 
tion unique u € WA (Q) et [lu [wo cf Il, c > 0. 
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Supposons que les coefficients a;;, a, la fonction f(x) et la 
frontière 092 sont suffisamment réguliers pour que toutes les dérivées 


troisièmes de la solution w (x) soient continues dans Q = © + 9Q. 
Si l’on multiplie (3.1) par une fonction arbitraire v (x) € W1 (Q) 
et qu'on l’intègre à l’aide de la formule de Green, alors la solution 
vérifiera l'égalité 


[u, uv] = (f, v), ve Wi (Q) (3.5) 


(égalité qui peut servir à définir une solution distributionnelle). 
Signalons que la condition aux limites du problème (3.1), (3.2) 
est naturelle. 

La solution u (x) étant par hypothèse assez différentiable, on 
prendra naturellement dans l’algorithme des éléments finis des 
fonctions de base douées de meilleures 
propriétés d'approximation que les fonc- 
tions linéaires par morceaux. Prenons, 
par exemple, une base quadratique par 
morceaux (cf. $ 6, chap. 2) qui est fa- 
cile à construire, car les conditions aux 
limites sont naturelles. 

Considérons un domaine Q, poly- 
gonal maillé comme au $ 2 (fig. 44). 
Plaçons les nœuds aux sommets des 
triangles et aux milieux de leurs côtés 

Fig. 44 et soit NV leur nombre total de ces nœuds. 
Associons à chaque nœud (x1, pr, Zo. x) 
une fonction de base œ; (x) par l'algorithme du $ 6, chap. 2. 


Désignons par H(4 l'ensemble des combinaisons linéaires 


N 


Un (Z) ne anPn (x). (3.6) 


On sait que HN EC (Q) n W1(Q). 
Cherchons une solution approchée sous la forme (3.6), où les 


coefficients a, seront déterminés par la méthode de Boubnov-Galer- 
kin à partir du système d'équations 


[Un Ps] = (}, y): f=1, 7 N, (3.7) 
ou sous la forme matricielle 


Aa =f, (3.8) 
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À (Air aan es ax) = Gas ces fx), 


n.) 
9@; 


= ô 
Au = An=l; pl= à ET a Wat Î ap;f; az, 


IEP; Si 


fi = | f(x) qi(x) dx, Ri=QNsupp Pr Q:3=9Nsuppp:Nsuppos. 
0; 
Le calcul de À;; et de f; par un Drocédé approprié (on utilise souvent 
des formules de quadrature) nous donne À et j. La matrice À étant 
définie positive : 
N N ë 
(46, 6) = ne À; bb; =[ 2 bips, À = D bvl> 
er = 


: 
Z min (Nos ft2) | » b;w; IK460 > 0, 


l'équation (3.8) admet une solution unique. Donc, la solution ap- 
prochée u, est définie aussi de façon unique par la formule (3.6). 
La matrice À étant symétrique et définie positive, on pourra déter- 
miner a, par des méthodes itératives (cf. [5], chap. 4). 

On obtient une majoration de la vitesse de convergence de u} 
vers u à partir des relations simples 


[u—u,]}={u—u,, u—w,] <{u—u,]{[u—w,], 
Co Î U—u, yo < [u — un] [u —Wh] <C; Ï U—w}, Îhyco? 


e Ld (N 
lu un [han Seinfllu us Iles tn EH, 
vw - 
R 


et des propriétés d’approximation des fonctions de base quadratiques 
par morceaux (cf. $ 6, chap. 2). Etant donné que pour uw on peut 
exhiber une fonction u; € HD telle que [lu —u; [yo 
< ch°|lu Îlccs4e, où À est le plus grand côté des triangles, alors 
on a la majoration 


I U—u, yo <C inf Î U—w} yo SC I U—Ur IE < ch° Î u oo 
h 


_ A noter que le problème .(3.1), (3.2) est justiciable de la remarque 
faite à la fin du n° 2.3 du paragraphe précédent. 
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$ 4. Résolution du problème de Dirichlet 
pour une équation elliptique du second ordre 


4.1. Problème de Dirichlet dans un rectangle. On demande la 
solution numérique du problème 


— Au=f(x, y), (4.1) 
u|oa = 0, (4.2) 


où Q ={0<z<a, 0 <y<b}. Traitons ce problème dans un 
espace hilbertien Æ = L, (Q). L'opérateur À du problème est défini 
par 
ou du 
Au= —Qu=— (55 +e) 
æt a pour domaine de définition D (A) ={u: u € W35 (Q),u [sa =0}. 
Le problème (4.1), (4.2) s'écrit maintenant 


Au = /f, f€ L:. (4.3) 


Il est immédiat de voir que l'opérateur À est symétrique : 


0 0 0 0 
(Au, v)= | (EE + SE) dr dy = (Av, u), u, vE D (4). 
Q 


Pour prouver qu’il est défini positif, établissons tout d’abord l’iné- 
galité de Friedrichs 
2 
+ 


Iul<e(| 
où u est une fonction arbitraire de W14 (Q), c = 


9 


22 F) - : (4.4) 


dz 


ou 
oy 


1 ,d e ? 
Re. Considérons 
une suite {um} de fonctions assez différentiables, nulles sur 0Q, 
convergeant vers u pour la métrique de W3 (si Q est un rectangle, 
cette suite existe nécessairement). Ecrivons l'identité 


Um (; pn= (+ Dm (z', y)dz”, (x, y)EQ. 
0 
On déduit de là 


1/2 
9 


[Um (Ts VI <i|2 Dm (x, y)|dz' ar (| Sn las) 
0 0 


une pee || mar, [lurardye (|| Sr as ay’. 
0 Le Q 
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De façon analogue, 


a b° (] mr 2 C4 La 
\ [um 1° dx dy <—- [ mn dx’ dy. 
Q Q 
Donc 
Lu. IIS min os b) (15 on. Le NH 
m : 


En faisant tendre m — o dans cette dernière FRET on obtient 
(4.4), puisque u,, +u 0. im = er 
A 7 * ôr Or * dy 0y 
L'inégalité (4.4) nous permet d'établir sans difficultés la défini- 
tion positive de l'opérateur À: 


(Au, u) — | _ Se 
re 


9 a 
L 1 D 1 


ab 
i 


|) drdy> 


> (RUE ueD(4. 45) 


min (a, b) 
On sait que, pour tout f € L., le problème (4.3) admet une solution 
unique u € W: N Wä, et, de plus, 
Ia Ils SC. (4.6) 


L'opérateur À étant symétrique et défini positif, la solution du 
problème (4.3) peut être acquise par de nombreux algorithmes de la 
méthode de projection, les plus simples étant ceux de la méthode de 
Ritz et de Boubnov-Galerkin. Ces deux méthodes se confondent pour 
la résolution de ce problème. Pour fixer les idées, on optera pour la 
forme d'écriture de la seconde. 

L'espace énergétique H, correspondant à l'opérateur À du 
problème (4.3) est muni respectivement du produit scalaire et de la 
norme 

[ou ou Ov , ou dv 


[u, se ent a +) dx dy, 


ne (4.7) 


F2 


1/2 


ef) dx dy) 


2 


(u] = {u. u]2= (| ( 


La condition aux limites (4.2) est essentielle et elle est vérifiée par 


les fonctions de ÆH,. Ceci et (4.4) entraînent H, = Wa (QG) et les 
relations d'équivalence des normes: 


Collu IFRS [u] < Ci [fu Îlyg Co > 0. (4.8) 


On sait du $ 3, chap. 1, que la méthode de Boubnov-Galerkin 
repose sur l'égalité intégrale 


[u, v] _. (F, v), JE La, (4.9) 
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qui est vérifiée par la solution distributionnelle uv de l'équation (4.3) 
pour une fonction arbitraire v € H 1. Pour utiliser (4.9) à la construc- 
tion d’une approximation, il faut encore 
se donner des fonctions de base: pour 
fonctions de base on choisira les fonc- 
tions linéaires par morceaux à support 
borné examinées au $ 3, chap. 2. Pour la 
donnée de ces fonctions, introduisons un 
réseau uniforme par rapport à chaque 
variable de pas À, = a/N, par rapport 
à x et À, — b/N, par rapport à y et 
triangulons le domaine (fig. 45). A cha- 
que nœud (x, y;) associons une fonc- 
tion de base 


( 1 — (= —i) pour x€Izx;, x;:,l, 


kx 
| h, 
yElus v+(@—x) |, 
1 = et) pour xEfx;,, zu], 


hy 
y E[u+ (ex), ÿjn |» 


pour æEfxz;1, z;l, 


y (a [us Yj + a) |, 


Pis (x; = | 


1 + (-—-i) pour xE(z;_,, z;], 
y € [us + - (T— 2x; 1), y; |, 
1+ (5-5) pour Eli, il. 
ky 
yE | V4 Yj1T Re (z— 2) | ; 
nt À AL) LE “has à 
pour xEÏX:, Zi, 


| y ET us + (5), y; |- 
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Désignons l’ensemble des combinaisons linéaires 
a 
== , 
Ur — > =, aisQi; (x, y) (4.10) 
À — J2—= 


par AN = Win, Il est évident que Hi. est un sous-espace de 
Ha = Wi. 

On cherchera une solution approchée u, (x, y) sous la forme 
(4.10), où les coefficients a;; seront déterminés (en vertu de la meétho- 
de de Boubnov-Galerkin) à partir du système d'équations 
Lun, Qui = (f, quo), FR =1,..., N,— 1, 

RS Re, PA PS (4.11) 
ou, sous la forme matricielle, 


ÀÂa — f, (4.12) 
où a — (&1» VESTE ._ + anN,-1, 1° Œjo, er EN an, 1. 2? 
+ +9 1, N,,-11 7 AE À N,-1)7 Î _— (f12: for 9 fn, 17°. 
. fa. Nb fx, 2. 1)" À 7 (Arjnt)s 


dFij 0 0Pif à 
Aijui= (Pis Pal = | (u + UE <a) dx dy, 
Qijre 
IT — | ft, y) Pri (x, y) dx dy, 


Op; 
Qu=QNsuppur Sign =QNsupp F;;N supp pur. 


Il est évident que la matrice À est symétrique. Elle est aussi dé- 
finie positive ; en effet, la relation (3.19) du chapitre 2 et l'inégalité 
(4.4) nous donnent 


(4a, a)s = > » À jjni@i ji => dijPijs >, ann |> 


i,3 k,l i, J R, ! 
> (mr) Def >Das ee (0 
â, j ä, j 


La*matrice À étant symétrique et définie positive, le système (4.12) 

admettra une solution unique. Donc, la solution approchée u, — 

= Ÿ api; (x, y) sera définie aussi de façon unique. Pour ré- 
i, 7 

soudre ce système, on pourra se servir de la méthode de relaxation 

supérieure, de la méthode de décomposition, etc. (cf. [5], chap. 4). 
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Si l’on multiplie (4.41) par az, somme par rapport à k et ! et appli- 
que (4.4), on obtient les majorations à priori pour &}: 


lun, un) = QG, un) < NN lun 1e NN ual, 
nl <clfIL Mur lui Sel, 


qui expriment que l’algorithme est stable au sens de la dépendance 
continue de la solution par rapport aux données initiales. (A noter 
qu'on a ici une stabilité numérique au sens de la définition 2 du 
$ 9, chap. 1.) 

Supposons que l’on ait défini une solution approchée u, (x, y). 
Estimons la vitesse de convergence de u, vers u pour 


h — max (,, hk,) — 0. (4.14) 
Considérons la suite d'identités 
[u, Qui = G, Qui), Lun, quil = (, qui), 
[u —u,, quil = 0, Tu —u,, v,l = 0 
pour üh € W:, k ou pour tv} — un — wn, où w, est une fonction 
arbitraire de W! »: 
[u —u,,u, —wnl = 0, fu —u,, u —u,] = [u—u,, u—w;]l. 
En se servant de (4.8), on obtient 
lu —u, [iv Sc lu —u,f <clu —u,llu —w,l < 
<ocollu — ua Ill [lu — w3 Ilwe, 
lu —u, [wi Kcllu — w, [lwt, 


© 
Lu —u Ils cinfllu — w, flyt, wa € Wir. 
w, 


En appliquant les résultats de l’approximation du $ 3, chap. 2, on 
déduit de la dernière inégalite 


fu —ux lus < ch lu fs < ch IT f IE (4.15°) 


En reprenant les raisonnements qui nous ont servi à Dore la vites- 
se de convergence pour la métrique de ZL: (Q) au $ 2, on trouve 


Hu —u, << ch° 117 |. (4.15°) 
On a donc prouvé le 


THÉORÈME 1. Si f € LA (Q), alors la solution approchée un tend 
vers u pour h — 0 et l’on a, de plus, les majorations (4.15”) et (4.° 5”). 
REMARQUE. Si l’on tient compte du théorème 1 du $ 8, chap. 2, 
on peut mettre les majorations (4.15”) et (4.15”) respectivement sous 
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les formes 


[Lu — un [lp Se 


sin Tr sin 0, 


MfU leu t<e (=) SI 

où 6, est le plus petit angle des éléments de la triangulation de Q. 
EXEMPLE 1. Explicitons les équations du système (4.12).,.Toute- 

fonction de base ;; (x, y) étant linéaire sur chaque triangle, see- 

dérivées seront constantes sur ce dernier. Donc, le calcul direct de 

A;; ne présente aucune difficulté : 


hoh 
( _. — pour À —ài, l— }j, 
x — 


2 hh, | à : 
FE 2. pour k—i+1, l—}j, 
di) Pr 1 0 pour k=i+i, l=j+1, 
"0x ? = 0 pour k-=i, [l—j+1, 
2 heh, : | 
cu pour k—i—1, l =}, 
0 pour k=i--1, J—j—1, 
0 pour k=i, l—j—1; 
hxh, 
2 : — pour k=i, [= }j, 
. 2 
0 pour k—i+1, 1=}j, 
0 pour k—i+1, 1=j+1, 
( h.h, 
_— Tai RÉ _ — pour k=i, l—j+1, 
x"! y MA 
0 pour k—=i—1, 1—}, 
0 pour k—i—1, 1=j—1, 
9 hkhy 


—-5 —— Pour k=i, l=;j—1. 
y : 


Le système (4.12) devient 


Zaij— air, J— is, f  Zaij— ai, ji — ai. ja 
ne vou 
il; Nil Je: NT, 
OÙ doj = ay. = 0, io = Gin, = 0. 


Donc, la méthode des éléments finis de Boubnov-Galerkin avec 
des fonctions de base linéaires par morceaux nous conduit dans le 
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problème (4.1), (4.2) à un classique schéma à cinq points (et non à 
sept points comme il fallait s’y attendre). Les composantes du vec- 
teur du second membre sont de forme spéciale : f;; = (f, œ:). 
4.2. Problème de Dirichlet pour un domaine curviligne. Posons 
le problème (4.1), (4.2) dans un domaine Q curviligne. Par souci 
de simplicité, on admettra que Q est convexe et sa frontière 9Q 
trois fois continüment différentiable. [ntroduisons l'opérateur À 
comme nous l'avons fait jusqu'à maintenant 
ÿ et étudions l'équation (4.3) dans H = L, (Q) 
pour f € L:. 
Pour établir la symétrie de À, il suffit 
d'utiliser l’une des formules de Green: 


| … ou dv ou ôdv _ 
_ | vAu dx dy= | (++ ou. —) dx dy 
/ Q Q 
a I — À 1) (4.16) 
Fig. 46 00 


où x est le vecteur unitaire de la normale 
à 60Q ; en tenant compte des conditions aux limites, on obtient 


0 0 0 0 
(Au, v)=(—Au, = | (5 + D) 7 dy = 
Q 


=(Av, u), u, vED(A). (4.17) 
Pour prouver la définition positive de À, on se servira encore de 
l'inégalité de Friedrichs 


ile (| 


FF, uewz(o), 


où c =, a et b sont les longueurs des côtés du rectangle R 


dans lequel est inscrit le domaine Q (fig. 46). Prouvons cette inéga- 
lité. Considérons à cet effet une fonction arbitraire u € W, (Q) et 
prolongeons-la par 0 à RQ. Soit u la fonction ainsi définie sur R. 


Il est évident que u € W: (R). La fonction u étant maintenant défi- 
nie sur un rectangle, on sait du n° 4.1 que 


ôu 
Oy 


min (a, b) (| ôu 


È ' 
€ Oz 


Le(R) ‘ 


" 2 
IPAIPATRIES Le(R) | 


PONTS SERRES on a 


Ou 
Ôz 


9 


a 
uen EL (| 


| Æ 


2 1/2 
+ |) . (4.18) 
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En se servant de (4.17) et (4:18), on obtient 


(Au, > lue, v=—22— (4.19) 


min (a, b) 
On sait par ailleurs que si f € L,, alors ce problème admet une solu- 


tion unique telle que u E W NA Wiet [lu [lw2 ce lf Il. 
Appliquons la méthode de Boubnov-Galerkin à la résolution de 
ce problème. Penchons-nous sur le choix des fonctions de base. Ce 
choix est compliqué par le fait que le domaine est curviligne et les 
conditions aux limites, essentielles. Arré- 
tons-nous sur la méthode élémentaire de ré- 
solution développée au $ 7, chap. 2. Consi- 
dérons un domaine polygonal triangulé Q, & Q 
dont les sommets sont situés sur 0Q, le plus 
orand côté des triangles étant h et le plus petit 
angle 6, (fig. 47). Définissons sur les éléments 
finis Q; des fonctions de base {p;} linéaires 
par morceaux (élémentaires et pratiques dans 
les calculs). Prenons pour fonctions de base Fig. 17 
celles qui sont associées uniquement aux nœuds 
intérieurs du réseau (c'est-à-dire P;,EQ,, P;& 9Q;,). Soit N le 
nombre total de ces fonctions. Formons les combinaisons linéaires 
de ces fonctions: 


N 


Uh 2 a;® ; (x, y). (4.20) 


En prolongeant les fonctions (4.20) par O0 à Q X Q,, on obtient le 
sous-espace W: * & W:(Q). 

Cherchons la solution approchée sous la forme (4.20), où a; seront 
déterminés à partir du système (4.12) de matrice À et de vecteur /: 


GLVE 0] 0@:; (AT 
Aij= [ (+ 5 | oy ) dx dy, 


fi= À fa Doi(x, y) dr dy, (4.21) 
a! 


Q;,;=suppp;fsupp;, Si—=suppp,, à, j—=1, ..., N. 


La matrice À étant comme précédemment symétrique et définie 
positive, le système d'équations pour la détermination de {a;} admet 
une seule solution qui définit de façon unique la solution approchée 
un (x, y) à l’aide de la formule (4.20). 


13—01526 
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Pour évaluer la vitesse de convergence de u, vers u, écrivons 
l'identité [u — Up, U — un) = [u —u,, u — v,l, valable pour tou- 


te fonction v, € W1. h et de laquelle, compte tenu de l’équivalence 
des normes [ul = || u la, et [ulhy,, on déduit 


Il uU—U} Iles Lo SC [u NE Uh] [u — ul] < <c Ï U—Uu, [li 1(0) Ï U— UV, Îls4co 


I U—uU, <c Lu nl U—U, FEV Un € W! (2). 


Iso) 


En appliquant les résultats de l’approximation ($ 8, chap. 2, formu- 
le (8.24)) on est conduit à la majoration 


nn 
LV 
LŸ 


IF € 


d'où il vient immédiatement que u, — u (x, y) pour À —+ 0. 

4.3 Méthode de résolution du problème de Dirichlet pour des 
conditions aux limites non homogènes. Voyons quelques méthodes 
de résolution du problème de Dirichlet avec des conditions aux 
limites non homogènes 


— Au = f, (z, y) E Q, 


u |og — £. 


[fu —u, Île <C sin Il u Il 5 SET TE 1 


On admettra par souci de simplicité que le domaine Q est convexe, 
sa frontière 0Q@ assez différentiable, f € L,, g (x, y) € W3/° (9Q). 

Formulons tout d’abord quelques résultats relatifs à l'existence 
d’une solution du problème (4.23) [70]. Une condition nécessaire et 
suffisante pour que le problème (4.23) avec f = 0 admette une solu- 
tion u € W3 (Q) est que g € W3/* (9Q). Si cette condition est remplie, 
alors on a les majorations 


cg <|1u || <clgl, SE 


wi! * (00) 20) (0) 

où les constantes c1, c: >> O ne dépendent que du domaine Q. Si 
f = 0, alors une condition nécessaire et suffisante pour que le 
problème (4.23) admette une solution u € W (Q) est que f € Z, (Q), 


g E WY/® (60). Ceci étant, on a les majorations suivantes 
Ca (lire +8 se) SET, SG ON rs + ET, 352 


»(Q 
Où C3, C,y >> 0 ne dépendent que du domaine Q. 

[. Comme déjà indique plus haut, on peut essayer de ramener le 
problème (4.23) à un problème à conditions aux limites homogènes. 
Supposons qu'on ait réussi à trouver un élément ® du domaine de 
définition de l'opérateur du problème (ce qui signifie aussi que ® — 
— g sur 0Q); en posant alors v = u — 4, on est conduit au proble- 


(0Q) . . 
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me de détermination de v (x, y): 
—Av:-f", ff =f+ADEL,, 
U|50 — 0. 


On trouve une solution approchée r, de ce problème par une méthode 
déjà connue, puis on définit une solution approchée u,, du problème 
initial à l’aide de la formule u, = v, + ®. Il est évident que les 
majorations de l'erreur v — v, s'étendent immédiatement à u — u}. 
Signalons que dans la position distributionnelle du problème (4.23) 
(cf., par exemple, (4.9)) il suffit que ® soit une fonction de W et 
non pas de D (À). 

I1. Une autre méthode à la fois simple et commode est la méthode 
de « transfert » des conditions aux limites de 0Q à 9Q,. Supposons, 
par exemple, que dans Q sont donnés le réseau et les fonctions de base 
à support borné du numéro précédent. On cherchera une solution 
approchée sous la forme 


Pat 


È 

Un (T: y) a aipi (x, y), 
où la somme contient des fonctions {®p1, . .., q\} associées aux 
nœuds intérieurs et des fonctions {@n+41, - - ., @N} associées aux 
nœuds frontières (c'est-à-dire aux nœuds P; € 9Q,). Les coefficients a, 
se déterminent à partir du système 


[uns Gil _— (7, Gi) l — L: . N, 


ainsi qu'à partir des conditions aux nœuds frontières P; = (z;, y;) € 


€ 00, : 
un(ry y) = ges y, j=N +1, ..., N. 


L’algorithme des éléments finis se réalise ensuite comme à l’ordi- 
naire. 

[TT. Pour résoudre le problème (4.23), on peut se servir de la 
méthode de pénalisation, méthode qui consiste à approcher (4.23) 
par le problème aux limites mixte (dans lequel la condition aux 
limites est naturelle) 


— Au, = f, (x, y) EQ, 


, OUg 
M Te ss 6 (x, y) E 8Q, 


(4.24) 


où n est le vecteur unitaire de la normale extérieure à 0Q, 8 > 0 
un nombre petit. 

Pour construire une solution approchée u,. ;, du problème (4.24), 
on peut se servir de l'algorithme développé au $ 2 en prenant des 
fonctions de base linéaires par morceaux. En vertu des résultats du 


13% 
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$ 2, on a les majorations 


ch h\ 
ue — ue, ñllygo Sud (1 Li +) (IF Ice + elle) 


ue — de, à ao rec (1 + À) (flat Le 


Evaluons la fonction v — u —u,, solution du En 


172 00 ) ° 


_T _. de 
Av=0, v—g—-e 5” SUr 02. 


Ce problème possède une solution unique v € W3(Q) pour £ € 
E W1/*(9Q) et, de plus, 
hr 


AI TP ERSAIE [rer 
Or, on sait du $ 2 que le problème (4.24) . une solution 
unique u, € W2 (Q) telle que |ue Ily29 &e (1lfllzs-+ + lels 
Donc, compte tenu de (2.19), il vient 


dUe 
on 


2 50 SE ce | : 


l2(80) )- 


eu Iso Sce Île hvto ee (1e + SN E lt) 


De là on déduit que si dans le problème (4.23) le Done Q est 
curviligne et g — 0, alors les raisonnements précédents nous condui- 
sent à la majoration suivante de la vitesse de convergence de u, k 
vers u*pour e & h—+ 0: 


| U—Ue,h Iso SI U —u: Îlwco) + Il Ue—Ue,h Îlyiço < 
ch 
<ce || f Ilze + HT [re nos M Mzso 


À noter que la méthode de réduction du problème (4.23) au 
problème (4.24) ne permet de construire une approximation uw, 
de u qu'avec une précision de l’ordre de & pour la métrique aussi bien 
de Z, que de l’espace énergétique. Pour nous en assurer, considérons 
le problème suivant : 

—S5=1, z€]0, Îl, 


dzx3 
u (0) = u (1) —0. 
En vertu de la méthode développée, remplaçons ce problème par 


due 
a 


Le (0) = 0, e + Ue ui =(. 
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Les solutions respectives de ces problèmes sont 


1+2e __&# 
2U+E 2" 


= 
I, u, (x) = 


u(z)= 
Par des calculs élémentaires, on s'assure que 


[| U—Uc [|Leto, = —— > ——— Dm ——, 
- 2V3(1+e) 2 13 


— 
D 


£ 
Le 4)  2(+e) 


IV. Considérons encore une méthode de résolution de (4.23) [34]. 
Traçons à l’intérieur de Q une courbe 9Q, « parallèle » à 9Q à une 
distance & (fig. 48). Repérons un point (x', y’) € 0@, et appelons 
(zx, y) le point d’intersection de la normale extérieure à 66, en 
(z’, y'}et de n. Supposons que u (x, y) E C(?) (Q) et écrivons l'égalité 


d 
I[u— ue la, = | (u— ue) 


g(z, y)=u(x, y)=u(z y") + ee (x, y) +0 (e?). 


Posons gx’, y‘) = gx, y) pour (x’,y')E60Q., (x, y) € 60. 
La solution u (x, y) du problème (4.23) vérifie alors les équations 


— Au =, (x, y) EQ,, 
u+e = 8 + 0 (e), (x, y) € 00. 


Si l’on néglige le terme © (e°) de la condition aux limites, on est 
conduit au problème aux limites mixte: 


— Au; = f, (x, y) ES, 


ou œ à 
U, + E =. = ÿ, (x, y) € 6, 


dont la solution est prise pour approxima- 
tion de u (x, y) dans Q,. Ainsi, nous avons 
de nouveau réduit approximativement (4.23) 
à un problème sur Q, à conditions aux 
limites naturelles pour lequel les fonctions 
de base se construisent souvent de façon Fig. 48 
simple. 

Estimons l'erreur u — u, pour la métrique de W: (Q,) en admet- 
tant que la fonction u (x, y) est assez régulière. La différence & = 
— u — u, est solution du problème 


AE= 0, (z, y) EG, 
bte = R(x, y), (x y)E0, 


(Z, 4) (r,y)€09, 


(4.25) 
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x, y)+O(e)—0O(e) est assez 


E* ou ( 
2 On° l 


régulière si la fonction u (x, y) l'est. Par ailleurs, EE W° et 


où la fonction R(zx, y) — 


1 
Elite) Sc] + À] <ce, 


Ww3/*(00,) 


où c ne dépend que de Q,. Si l’on admet que c dépend continüment 
de Q,, alors on peut considérer que cette constante ne dépend que 
de © pour £& assez petit. 


Multiplions (4.25) par E et intégrons sur Q, : 


O=—( AË, EL, PT Es LA(Q,) +[ 5 La ES 
+ \ E dw — + | RE do, 
où, ‘0, 
dE [12 So. 1 
2e est lee este À Fdo € lRlloo Elles 


00, 


1 
— | Edo<—|RIL0001E zoo» 
20, 


L'inégalité (2.4) nous permet d'obtenir la majoration cherchée : 


ÎLE Iz,ç60, SIT À I|L,ç600,) CE?, 


& lost 
9x ||L,(a,) 


ee 


à. L L cei. 
L,(Q  n 


[ue — ue llygo) SE | | Luther le + | d du)" ce”, 


Désignons pee U,, n l'approximation de w, construite par l’algo- 
rithme du $ 2. En vertu de (2.27), on a les majorations suivantes 
pour u, — u, Le 


ch 


h 
Neue, à Ugo) Smeg (1 ++) (leo + Elie) 


ch° 


, h 
Une ue, à lag Eee (1 + +) (lle + Elec) 
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Donc, 


_ 3/2 ch h 
lu ue, à Mlyto) SE + (1 +—) x 


Â EN 
/ | ] 
< (IL ze) + 1814/2400 | 
h° h \2 
_ 3/2 C | | 
[| uU Le, h ÎlL,çe,) S CE + sin? B, 1 £ PAS 
x (IL fllzste, re II v}/200, À 


Et, par suite, si & — e (À) est convenablement choisi, on obtient 
une majoration de la vitesse de convergence de u, , vers u dans le 
domaine Q, pour À — 0. Si, par exemple, g = 0, alors pour € — 
—h8/7, on déduit de la dernière inégalité la majoration suivante: 
ch12/7 


uw, Île) < res 


4.4. Problème de Dirichlet pour l’équation elliptique générale 
du dés ordre. Soit un domaine borné Q € R*° l'équation 


_S ao +3 bi (z f(x) (426) 


4, 7 :1 


avec la condition aux limites 
u|on = 0, (4.27) 
où x = (z1, re) € Q. Supposons que la condition d’ellipticité est 
remplie : 
WE < 2: 4 (x) 6, LE, (4.28) 
L 2= 
où Ë — (Er, 82), Ë° — DE , Lo, 1 >> 0 sont des constantes pour 


tous x € Q,et E:, Ë réels. Les fonctions a;;, b;, a et f sont supposées 
connues et vérifiant les de 


0<u<a (x) < Us, (> bi @)" < Hs dij—da;;, 


OÙ Lo, - . -, u, sont des constantes >>0 telles que uo — u?/2u > 0, 
Uo — us >> 0. (A noter que ces contraintes peuvent être relâchées. 
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Si elles ont été prises sous cette forme, c’est uniquement par souci de 
simplifier l'exposé.) Supposons par ailleurs que f € L, (Q) et que les 
dérivées da;,/0x,, 0b:l0x,, k — 1, 2, de a;; et b, sont bornées dans Q. 
On admet que la frontière 9Q est bicontinûment différentiable. 

Ecrivons (4.26), (4.27) sous forme opératorielle. Introduisons, à 
cet effet, les opérateurs À et B: 


Au = — S — y —— +a(z)u, 


t, 2=1 


D(4A)={u: ueW:, Au € La ()} 


: 


Le problème (4.26), (4.27) prend maintenant la forme de l’équation: 
Au + Bu = f, (4.29) 


dans l’espace Æ = L, (Q). 

Signalons quelques propriétés des opérateurs À et B. La formule 
de Green (2.27), chap. 1, nous permet d'établir sans peine la symétrie 
de l'opérateur À : (Av, u) — (Au, v). La formule de Green combinée 
aux contraintes admises nous conduit aux inégalités : 


Bu= > dE, D(B)={u:ueL,(O), > ne 
1=1 i= 


+ wlur> (tn) lu, uED(4), 
(4.30) 


2 
(Au, u) > >, 
i=1 


_ F 


où a est la largeur du rectangle comprenant @ (voir déduction de 
l'inégalité de Friedrichs au n° 4.2). L'opérateur À est donc défini 
positif. 

L'opérateur B n'étant pas symétrique, il en sera de même de 
l'opérateur ZL — À + B, D (L) = D (A). Comme 


(Au, u) + (Bu, u)> 


m2 ff tuner = V2 


plu S [2 
1—=1 


ul > 


. 


. IE >c|lu Ifivis 


ôxi | 


c— min (&, Lo — se) >0, 
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l'opérateur L est défini positif (bien plus, il est W:-défini, c'est-à-dire 
que (Lu, u)>clu [Ww2). On sait que ce problème admet une solu- 
tion unique w telle que [| u [wo < cf I. 

Cherchons une solution approchée de ce problème par la méthode 
de Boubnov-Galerkin. Soit H14 l'espace énergétique correspondant 
à l'opérateur À. Cet espace est muni du produit scalaire et de la 
forme suivants: 


9 


L.1 


[u, = | > CITE 7 +auv) dx, 


Q oi, j=1 


2 
=, are (Sata) dz. 


Le LT J=1 


L'ellipticité du problème et les contraintes imposées aux coefficients 
de l’opérateur À entraînent l’équivalence des normes ||u ||y2 
et [ul]: 


min (los Hz) [| u lwg < [u}? < max (us, us)[lu If, (4.31) 


ainsi que la coïncidence des espaces A, et Wi. 
En multipliant (4.29) par une fonction arbitraire v € H4 = 


= W: (Q) et en intégrant grâce à la formule de Green, on obtient 
l'égalité [u, v] + (Bu, v) = (f, v) qui est vérifiée par la solution 
du problème (et qui peut être posée à la base de la définition d’une 
solution distributionnelle, cf. $ 3, chap. 1). 

Introduisons maintenant un réseau, des fonctions de base linéaires 


par morceaux et le sous-espace W1. h — }, comme au n° 4.2. Cher- 
chons une solution approchée sous la forme 


N 
Un — à d;P; (z, y), (4.52) 


où les coefficients a, seront déterminés à partir du système d’équa- 
tions 


[up, Pl LA (Buy, (7) — (7, Pi); j — 1, .. N;, (4.33) 


ou, ce qui revient au même, à partir de 


(À + B). =}, (4.34) 
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= (a. ._…. ax)T, Î — (fr, _. fn), A — (A is), B=(B:)), 


4;; = [P;; Pjl — >, 
[— 


0Pi 09; 
[ < GET Der Pre dz+ | agi, dx, 
1Q;; Q;; 


2 
Biy= D | Sosdz, fi= (ford, 
Q Q; 


i, j=1, ..., N, Q;;=suppe;fNsuppy;, Q;= supp æp;. 
Les éléments B;;, À;; et f; qui sont des intégrales de fonctions con- 
nues peuvent être calculés par des formules de quadrature appro- 


priées (les erreurs qui risquent d'apparaître peuvent être traitées 
comme des erreurs d’arrondi et prises en considération dans l’étude 


de la stabilité). La matrice À est symétrique et définie positive. 
N 


La matrice À + B est aussi définie positive : pour v, = >, &qi,ona 


i={ 
(A+ B)a, a) ur, el + (Bon, vi) Ze |lva ll > 0. 


De là il s'ensuit que le système (4.34) admet une solution unique, 
donc la solution approchée u, se définit de façon unique. En multi- 
pliant (4.33) par a; et en sommant ensuite sur j = 1, ..., N, on 
obtient 


[u,, u,]+(Bu,, u,) =(f, u:), 
Cillun Mi lun, ur] + (Bur, u;) — 
= (f, u,) Ier SI FI Un flwys (4.35) 
lu wie fl: 


Cette majoration à priori exprime que u, dépend continüment de f. 
Estimons la vitesse de convergence de u, vers u pour À — 0. 
Procédons comme au n° 4.1. Ecrivons les identités suivantes pour 


une fonction arbitraire v, € Wi:#: 


[u —uy, val + (B (u — u;), v;) = 0, 
fu —un, u — ui] + (B(u — un), u — un) = 
=[u—-u,, u—u,; —v,) + (B(u—u;), u —u, — v,). 
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En posant v, — —u,}, + w, (w, étant une fonction de Wi), on 
obtient 


[u —u,} + (B(u —u,), u — u,) = 
= [u—-u,, u —w,] + (B(u —u,), u — w;), 
fu —u, [fr eu —u,l + (B(u —u,), u — u,)), 
[lu —u,,u —w,] F(B(u—-u,),,u—w,)|< 
<cllu —u, [wi Hu — w, Îlws, (4.36) 
Tu us five llu—u, [lws lu — 2, ls 


fu —u, lw<cinfllu —, [lws. 
Ch 
° 
Formulons le résultat suivant : pour Loute fonction u € Wä fN] Wa 


on peut exhiber une fonction u, € W! telle que 


|| a Îlws (Q)- (4.37) 


h 
[u—u, Îlw (Q LC PT 


En effet, on démontre que 


5 | 


/ ou 
2 || u ||we u ||wz Fr 
[2e Îlwg co (II uz ça +| on a 


ou 
Ori 
(cf. démonstration du théorème 2 du $ 7, chap. 2) et du cours d'analyse 
fonctionnelle, on sait que || du/ôn ÎlL,cn,) < € Il u Ilwäw; donc 


]1 2 [wa çoxe, < Ch I] u Ilwz ço. 


Au $ 8, chap. 2, on a vu que 


h lle 
sin 6, | 4 Îlwz «ah 


lu —u; Îlwi re, <c 
Les deux dernières inégalités nous donnent (4.37). De (4.37) et 
(4.36) on déduit que 


lu lue gr lle loc (38) 


Estimons la vitesse de convergence pour la métrique de Z, (Q). 


Considérons, à cet effet, le problème auxiliaire 


sin _ 


AD=F, 4.39 
D ly=0. (4.39) 
où 
‘ 2 
A*D — — 5 à d;; A — Ÿ 7 (D) + aD, F=u—u,eL,(Q). 


4, si i= 1 
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Sous les conditions posées ci-dessus, le problème (4.39) admet une 
solution unique vérifiant l'inégalité 
1 D Iveco cl FI (4.40) 
et l’égalité 
[®, v] + (B*®, v) = (F, v), (4.41) 
où 
vEWI(Q), B*D=— TS — (b,®). 
i=1 
Pour v = u — u}, la relation (4.41) s'écrit 
I u — un IF = (F, u — uh) a [®, u — un] + (B*®, U —u}h) = 
= [O, u — u,] + (D, B(u — u,)) — 
=[u — Uho D — D;] + (B (u or: Uh); D — D»), 
où ®, est une fonction arbitraire de Wah, Alors 
Iu—u, [P<u—u,] [D —®,]+clu—us Pal D —®,1< 


ET IDE; Ilwz. 
Prenons ®, = ®,; telle que soit _—— l'inégalité (4.37): 


1D—®, Im<c——— HT IR'AILTE 


<c|][u —u, [wi co 1 D— OP, Ii << 


sin 
Il vient 


uw |P<e (- D UF u— vx 1, 


(4.42) 


AID le (À 


sin 6, sin 0, 


leu lie () UF 


Donc, sous les conditions posées, la solution uw, converge vers u 
pour k—+ 0 et l’on a les majorations (4.38) et (4.42). 

Signalons en conclusion que la méthode de résolution des problè- 
mes pour équations elliptiques, qui vient d'être développée, peut 
être étendue à un plus grand nombre de variables et à des équations 
d’ordre plus élevé. Signalons encore qu’on peut étudier la convergence 
et majorer sa vitesse pour les normes énergétiques sans passer par 
les normes des espaces W1 (Q). 


$ 5. Méthode aux éléments finis avec 
des fonctions singulières 


Les solutions des problèmes aux limites présentent souvent des 
singularités dues à la non-régularité de la frontière du domaine 
(présence de nœuds), aux discontinuités des coefficients des équa- 
tions sur les surfaces de séparation des milieux physiques, à l’in- 
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compatiblité des conditions aux limites (ou initiales et aux limites), 
etc. Les singularités altèrent la précision de l’approximation par 
les fonctions de base choisies. D'autre part, si ces fonctions sont 
assez différentiables, et la solution « mauvaise », il est évident que 
l’approximation par une telle base ne sera pas satisfaisante. La logi- 
que dicte de faire appel dans ce cas à une base qui tienne compte des 
discontinuités de la solution. Comme 
déjà signalé au $ 9, chap. 1, on peut 
construire de telles fonctions de base par 
la méthode de condensation des réseaux 
considérés et par la méthode d'’inclusion 
de fonctions singulières dans la base. 
On se propose d’étudier la deuxième 
méthode sur l’exemple d’un problème 
elliptique simple (cf. idem exemple 6 
du $ 9, chap. 1). On essayera de mettre 
en exergue les principales étapes et les 
traits caractéristiques de cette modifica- 
tion de la méthode des éléments finis, 
car on les retrouvera lors de l’étude de Fig. 49 
problèmes plus compliqués. 

Posons d’abord le problème et signalons certaines de ses proprié- 
tés. Soit Q un domaine d’angle intérieur 0 — 3x/2 (fig. 49) et soit 
donc le problème 


—Au = f(x, y), (x, y) € Q, (5.1) 
u|oo — 0, 


où f E La (Q). Ce problème admet une solution unique u € W: (QG), 
telle que [| u [wie <c|lf Il (c > 0) est une constante, || - || — 
= || + [|ge, (*, *)ze = (*, *)). Sous les conditions posées, la solu- 
tion distributionnelle u (x, y) n'appartient généralement pas à 
W2 (Q); ici u € W3{° (Q). Cela est dû à la présence d’un angle inté- 
rieur égal à 3x/2. La solution du problème admet le développement 
suivant : 


u (x, y) = AŸ (r, 8) + w (x, y), (5.2) 


où wir, 0) = r*#8 sin (20/3), r = (1° + y*)/?, 6 — Arc sin (y/r), 
0< 6< 3x/2, À est une constante (dépendant de f), w une fonction 
arbitraire ; on a, en outre, l'inégalité 


AT+Iwllwr<clfll, c>0, (5.3) 


autrement dit, la fonction w (x, y) est plus régulière que u (x, y). 
Dans les développements (5.2), les coefficients en les fonctions 
singulières 1 (r, 8) s'expriment parfois au moyen des données ini- 
tiales du problème. Dans ce cas, il est plus commode de résoudre le 
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problème (5.1) non pas pour u mais pour w (en termes distribution- 
nels). Mais la dépendance des coefficients de type À par rapport aux 
données initiales est assez compliquée, aussi sont-ils supposés incon- 
nus et seront-ils déterminés dans le cadre de la résolution approchée 
du problème. 

Üne fois qu'on a établi quelques propriétés de la solution, la 
forme des singularités essentielles et un développement (5.2), on 
peul passer au choix de l'algorithme et à la construction des fonc- 
tions de base. Pour algorithme on peut retenir la méthode de Boub- 
nov-Galerkin qui repose (ici) sur l'égalité 


lu, cl = (1 0), 


.. Ou dv |, Ou dv (5.4) 
0 LE (5 Ôx dy “dy a) dx dy, 


qui est vérifiée par la solution distributionnelle w pour des fonc- 


tions arbitraires & € W2(Q). Déterminons maintenant les fonctions 
de base. Comme w € W5 (Q), il est AC Le de prendre les fonctions 
linéaires par morceaux examinées au $ 3, chap. 2. Introduisons des 
réseaux . Rp aux deux variables: de pas h. en ret h, en y, 
h = max (hk,, h,). Soit N le nombre total des nœuds intérieurs 
P; = (z;, y;) G dQ. Définissons par la méthode habituelle N fonc- 
tions de base {; (x, y)} linéaires par morceaux. Adjoignons-leur 
la fonction singulière 


Yo (x, y) — Ÿ (r, 6) (0) (r/p), (5.5) 
où + (r, Ô) est la singularité essentielle de la solution et w ({) une 
fonction assez différentiable égale à 1 pour t E [0, 1/3] et O pour 
t> 2/3, p > 0, une constante modifiant les dimensions du support 
de Yo (x, y). Dans le problème posé, pour « (t) on peut prendre la 
solution de l'équation d'w/dt* — 0, t € [1/3, 2/3] qui vérifie les 
conditions aux limites © (1/3) = 1, o©(2/3) = 0, ©’ (1/3) — 
— 4 (2/3) — 0. Cette solution est de la orne o (t) = 1 — 3 (3t — 
— — 4} + 2 (3t — 1). Donc, 


1, tE 0, 1:3], 
w(t)=. à 1—3(3t—1):+2(31- 1), 1€]1/3, 2:3[, (5.6) 
0, 12/3. 


Par ailleurs, supposons, pour fixer les idées, que p = ro = min (a, b). 
Prenons maintenant pour base le système de fonctions {o, 41, . . . 
., Pn} dont l’adjonction de 14 à {;} ne viole pas l'indépendance 
linéaire. 
Cherchons une solution approchée sous la forme 
N 


Un(x, y): aofo(x, y) + 2 avi (x, y), (5.7) 
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OÙ do, ds à — 1, ..., NV, se déterminent à partir du système 
Lu, Vol = (f, Vo), Lun, qil = (, qi, à —=1,..., N. (5.8) 


Matriciellement, le système (5.8) s'écrit 


Aoo j Au... ox [ao [Jo 

‘ ï 4 Li (5.1) 
A u j : 

Ano: 


où a — (a, ....s ax)T, Î … (1 Frs fn)", — (4;j), À 00 — 
= fo, Yol, Aoi = Àio — a As fo = Ü; Yo),  Aij = Àji = 
= [;, sl, Ji — (7, Pi), Ne 
Comme dans les ar cle précédents il est immédiat de voir 
que (5.8) possède une solution unique u, telle que 


Fu war eo <clu]<cl FIL, c>0. (5.10) 


Avant de passer à la majoration de la vitesse de convergence de 
un vers u, transformons le développement (5.2). Mettons-le sous la 
forme 


u (x, y) = AYo + & (x, y), (5.11) 
où w = À (ÿ — Vo) + w = Av (1 — wo) + w, 
. w pour (x, y)EQ ={x, y:r<ro/3}, 
7 Ü Ap(1— 0) + pour (x, y) EQXQ. 
En tenant compte de (5.3) et de la régularité de % (1 — w) pour 
r> ro/3, on obtient pour w 
IL Iivz co = 112 ve eo +110 se 20 € 
< C (live eo) + 1 À P1f (1 — 0) [frs ç0 00 + 112 Twz 20) 
<c (112 [is + cl ATP <e I IE. 


On a donc le développement (5.11) dans lequel le support de la 
fonction singulière 1 a déjà été localisé, wa — 0 et 


Ile lus + TA T<e:l/IL > 0. (5.12) 


A noter que la constante c., dépend de r, et croît lorsque r, décroît. 
On constate qu’une forte réduction des dimensions du support de 
Ÿo risque de conduire à un accroissement excessif de la constante c.. 
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Evaluons la vitesse de convergence de u, vers u. En procédant 
comme dans les paragraphes précédents, on obtient l'inégalité 


N 
[u —u;] Su — cos — 2 ail, 


OÙ Cor Cp è = 4, ..., NN, sont des constantes arbitraires. En tenant 
compte de (4.4), on trouve 


N 
lu —u, |fwz oc ne [fu —<otbo — 2 Pi wie (6.13) 
» © a 


Le "4 N Le. "4 
Considérons la combinaison linéaire ur = CoŸo + 2: cup, dans la- 


quelle 6 = À, ” = (x:, y1). Les propriétés d’approximation de 
{oi} (cf. $$ 3, 8, chap. 2) nous permettent d'écrire 


W1 (Q) 


CS N De 
AVo+w—cobo— à aol] = 


i=1 wi (Q) = 


U — CoŸo — À CiPi 
ri 


2 


i=1 


où 6, est le plus petit angle des triangles. De là et de (5.13) il vient 


h 
Ie —u, lo <ce ss IP (5.14) 


c'est-à-dire qu’on obtient la même majoration que dans le cas où 
la solution est un élément de l’espace W° (Q). Ainsi, l'inclusion 
d'une seule fonction singulière dans la base permet d’obtenir une 
vitesse de convergence habituelle pour les fonctions linéaires par 
morceaux sur les solutions de classe W° (Q). 

L'étape suivante de l'algorithme consiste à calculer A;;, f; et à 
résoudre le système (5.9). Une difficulté se présente dès le début avec 
la détermination de Ai et de fo, à = 0, 1, ..., À, car il faut cal- 
culer des intégrales de fonctions singulières. Mais cette difficulté 
est parfois facile à tourner par des quadratures convenables. Quel- 
quefois ces intégrales se ramènent à des intégrales simples et Ao: 
et f, s’acquièrent analytiquement. 

Une autre difficulté est due à une « altération » de l’indépendance 
linéaire de la base fo, @1, - - ., @w}. Expliquons-nous. Supposons 
que les fonctions {p:} sont linéairement indépendantes. Du pro- 
cédé de construction de 1 il ressort que lorsque À —+ 0, le support 
de cette fonction peut être plus grand que ceux des fonctions @;, 
i=1,..., N. Donc, pour À petit, on peut exhiber des coefficients 

N 


£; 0 tels que la combinaison linéaire Ÿ} — Ÿ cp: soit proche de 
i=i 
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Yo. Ce qui exprime que le système fo, 1, - - -, @N} est « presque » 
linéairement indépendant. Cette circonstance entraîne un accrois- 
sement du nombre de conditionnement de la matrice du système 
(5.9) et complique sa résolution numérique. Il est donc essentiel 
que l'algorithme de résolution de (5.9) soit convenablement choisi. 
Une méthode payante est la méthode d'encadrement. Mettons (5.9) 


sous la forme 
[1] 
AT ji AÂ Jla]l LL}? 


Où A1 = (401, + + +, Aon). Ce système est équivalent au suivant: 


| 454; Œo A5 fo 
arr UE) 


Posons À“! AT = b;, À"1f = b,. On obtient le système 
do + AgoA18 = Aôofo, biao + a = b», 


dont la résolution est plus aisée. 
Ainsi, la résolution du système (qui est souvent mal condition- 


né) a été ramenée à celle de système ayant une « bonne » matrice À : 
Ab = AT, Àb, = f, (5.15) 
et à la détermination de «. et de a à l’aide des formules simples 
ao = (1 — A6g41b1)" (Aôofo — A5dA1b2), 


(5.16) 


a = b, > bia. 


La solution approchée est donnée ensuite par la formule (5.7), ce 
qui achève la réalisation numérique de l'algorithme. 

Cet algorithme peut être étendu à des problèmes plus compliqués 
et au cas où le développement (5.2) contient plusieurs fonctions 
singulières + (r, 6). Les principales étapes de construction de la solu- 
tion sont les mêmes : discussion du problème et mise en évidence des 
singularités ; construction des fonctions à support borné, polynomia- 
les par morceaux et singulières; calcul des éléments de la matrice 
et des composantes du vecteur du second membre; résolution du 
système d'équations obtenu. 


$ 6. Intégration d’une équation parabolique 
par une méthode des éléments finis 


Les méthodes des éléments finis peuvent être appliquées aux 
problèmes non stationnaires, problèmes qui se distinguent de ceux 
étudiés jusqu'ici par la présence de la variable temps t. Il s'ensuivra 
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une modification des formes de ces méthodes. Si l’on revient aux 
résultats des $$ 3 et 5 de ce chapitre, on < aperçoit que les fonctions 
de base en les variables spatiales ont été introduites de manière 
à tenir compte dans la mesure du possible de la configuration du 
domaine. D'autre part, les systèmes d'équations obtenus étaient 
« liés», c’est-à-dire implicites. Les fonctions polynomiales par 
morceaux de degré élevé introduites pour améliorer l’approximation 
entraînaient un accroissement de la « liaison » du système (c'est-à- 
dire que chaque équation contenait un nombre d’'inconnues plus 
élevé que pour de simples fonctions de base). Si l’on se tourne vers la 
variable £, on remarque que son domaine de définition est élémen- 
taire et se réduit le plus souvent à un intervalle [0, T]. Donc, la 
géométrie de ce domaine n apporte aucune complication nouvelle. 
Si l’on applique la méthode de Boubnov-Galerkin à l’approxima- 
tion de la solution d’une équation non stationnaire faisant intervenir 
la dérivée par rapport à t par des fonctions de base linéaires par 
morceaux, on obtiendra alors des schémas implicites à trois points 
par rapport à la variable t. On est donc privé d'une possibilité d'ap- 
proximation numérique des équations non stationnaires, c'est-à-dire 
de la possibilité d'utiliser des schémas explicites. Donc, dans l'ap- 
proximation des équations non stationnaires, la méthode des élé- 
ments finis est souvent utilisée pour approcher la solution unique- 
ment sur les variables spatiales, l’approximation sur t étant réalisée 
par une méthode des différences (ou éventuellement par d'autres mé- 
thodes). 

Dans ce paragraphe, on se propose de développer une des formes 
d'application des méthodes aux éléments finis à l'intégration d'une 
équation parabolique à une seule variable spatiale. 

6.1 Position du problème. Considérons le problème 


du 
— + Au=f, (6.1) 
173 (x, 0) = U(9)» (6.2) 


où f = f(x, t) appartient à H = L, (Q) pour tout !, x E G — 
= Ja, b[, tE [O, T|, U(o) — U(o) (x) € L; (Q2). L'opérateur A est 
de la forme 


du 


+ g(z)u, (6.3) 


d 
Au — 4e p(x) 
où p (x), g (x) > 0 sont des fonctions bornées sur Q, définies sur 


D(A)={v:v€L, SEL, AvEL v(a)=-%-(b)— 0}. (6.4) 
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Désignons par H\1 l'espace énergétique correspondant à A4. Cet 
espace est muni du produit scalaire et de la norme suivants: 


b 
[u, = | (pe + qu) dx, 
a 
b 


1/2 


mt, ure=(\|(p]Sf+a) az) 


Les fonctions de A, (cf. $ 2, chap. 1) vérifient toutes la condi- 
tion u (a) = 0 (qui est essentielle), mais pas nécessairement toutes 


la deuxième condition e (b) = 0 (qui est naturelle). 


Formulons deux des éventuelles positions distributionnelles du 
problème (6.1), (6.2). Soit v (x, t) une fonction de W1 (10, TI X Q) 
satisfaisant la condition v(x, T)—0f\v(a, t) —0. Multiplions (6.1) 
par v et intégrons par parties sur |0, TI X Q. Nous obtenons 
alors la relation 


T 
| [— (u, +) + [u, cv] —(f. v) | dt: (utpys V (x; 0)). 


0 , 
(CE )=(°, *) Le (0 (00) 


qui peut être posée à la base de la définition de la solution distri- 
butionnelle. 

DÉFINITION 1. Appelons solution distributionnelle du problè- 
me (6.1), (6.2) une fonction u appartenant à L, (10, T[ X Q) avec 


sa dérivée e , vérifiant la condition u (a, t) — Oet la relation (6.5): 
ps tous les v € W1 (10, TI X Q) tels que v (x, T) = 0, v (a, t) — 


Dans cette position distributionnelle, on peut réaliser l’approxi- 
mation de la solution sur toutes les variables (y compris sur la va- 
riable {) par des séries suivant des fonctions de base appropriées 
{qi (x) ps (t)}. Mais dans ce cas on obtient des schémas implicites 
pour la variable ? qui rendent difficile l’utilisation des schémas aux 
différences (qui sont commodes) à l'approximation de la dérivée par 
rapport à {. C’est pourquoi la position distributionnelle repose sou- 
vent sur une autre relation intégrale. 

Supposons que la solution distributionnelle au sens de la défini- 
tion 1 existe et que du/ôt € L, (10, TI X Q). En posant v (x, t) = 
= w(z) ® (1), où w (x) E W, (Q), w (a) = 0, dO/dt € L, (10, TD), 


14* 
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® (T) = 0, et en intégrant (6.5) par parties, on obtient 


ot ? 


T 
À Cf &) +10, w1— (6, w) ] D (s) dt + © (0) (x, 0)— 
0 


— U(oy) W) = 0. 


D'où, puisque © (t) est arbitraire, l’on déduit les relations (dont 
la première est valable pour presque tous les t € ]J0, T{) 


(du/ôt, w) (t) + Tu, Iw] (€) = (F, jw) (+), (6.6) 
(u (x, 0), w) — (0); w), (6.7) 


qui peuvent être adoptées pour la définition de la solution distri- 
butionnelle. 

DÉFINITION 2. Appelons solution distributionnelle du pro- 
blème (6.1), (6.2) une fonction u (x, t) appartenant à AH, pour pres- 
que tous les t € 10, T{, possédant une dérivée du/ôt € L, (10, TI X Q) 
et vérifiant les relations (6.6), (6.7) pour tout w (x) € H,. 

Dans une telle position, la variable t peut être traitée comme un 
paramètre et, pour approcher le problème par rapport à cette varia- 
ble, on peut soit utiliser des méthodes des différences, soit passer à 
(6.5). (A noter toutefois que la deuxième définition de la solution 
distributionnelle implique l'existence de Ou/ôt € L, (10, TI X Q).) 

Si en plus des conditions déjà posées on suppose que wo € H1, 
alors on démontre que le problème admet une seule solution distri- 
butionnelle u € W: (10, TI X Q). Si l’on exige en outre que dp/dr € 
€ L, (a, b), alors la solution distributionnelle sera de norme finie 


uu=[f (| S-f +] 


Toutes ces conditions seront supposées remplies dans la suite. 

6.2. Elaboration d’un algorithme aux éléments finis. On se 
servira des relations (6.6), (6.7) pour approcher la solution du pro- 
blème. On effectuera l’approximation d’abord sur les variables spa- 
tiales et ensuite sur t (mais on peut tout aussi bien la faire simulta- 
nément sur toutes les variables). 

Approchons la solution sur x par des fonctions linéaires par mor- 
ceaux £{p, (x)}, construites sur le réseau a = 1 << <...< 
<Lina<in=b,h=tm zx h=maxh,h< ec min h, con- 


formément à l’algorithme du $ 2, chap. 2. Les fonctions {p;} sont 
supposées normées et satisfaisant la condition d'indépendance linéai- 


re uniforme : 


N N N 
C, à bi<|| 2 bp; [? < C2 2 bi, Cu Co >. 


“+llulr) &]". (6.8 


ou 
6E 2 


ss f+ 


es 
L. 2 
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N 
Les combinaisons linéaires de la forme v, = ÿaipi (x) constituent 
ui 
un sous-espace HA) & H4. Signalons que v, EH vérifie la 
condition aux limites essentielle : w, (a) = 0. 


Cherchons une solution approchée sous la forme 
N 


un(e 1)= À a (0) où (z) (6.9) 
où les coefficients sont des fonctions de t € ]0, TI qui se détermi- 
nent à partir du système d'équations différentielles ordinaires 

Ouh ; 
(PE, qu) G)+ ten, pi (= (f, où) (6) (6.10) 

avec les conditions initiales 
un (&, 0) — ue, ph =0, i=1,...,N, (6.11) 


déduit à partir de (6.6) (6.7) par la méthode de Boubnov-Galerkin. 
Le problème (6.10), (6.11) peut s’écrire encore sous la forme 


B %+Âa=F (1), (6.12) 


Ba (0) = &ço): (6.13) 

où a(t)—=(æa(t), ..., an (ET, Ft) = (Fit), -.., Fx (t))7, 

x (t) = (7, po) (t), &çoy = (@ço), 15 + + +» Auo). N)T; @ço,: = (Uo qi); 
= (Bij), À —— (A3), Bi; — Bi = (ps, Pi); 


dpi d 
A;3= À = [Pa Pl = x) + LL + q (x) 195) dx, 


Qu) > 
ns, 
TV 


A PRE LP 


La matrice B est non dégénérée, car c’est la matrice de Gram cor- 
respondant à {p;}. Quant à la matrice À, elle est définie positive 
ainsi qu'on l’a vu au $ 1. 
Si l’on met (6.12), (6.13) sous la forme 
+ tÂa=Ê tF, a (0) B ta 


alors la théorie des équations différentielles ordinaires nous dit que 
ce problème admet une solution unique exprimée par la formule 
F4 


a = exp {B'At} Ba» + | exp {— B1À (t —1"}} BF (+) dt”, (6.14) 
0 
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où ect, l’exponentielle matricielle, est définie par 


tr CEE + + re +. 


De ce qui précède, il s'ensuit qu'il existe une seule solution 
N 


approchée un (x, t) = ©, a (t) qi (”\ 
{m1 
6.3. Convergence. Majorations de la vitesse de convergence. 
Etablissons une majoration à priori pour u,. Multiplions, à cet 
effet, chaque équation (6.10) par la fonction correspondante a; (t), 
sommons les résultats obtenus par rapport à i et intégrons par rap- 
port à t’E JO, t[. Nous obtenons 


Or) re 


| 
[(., un) + [uns u) | dt'— | (f, u) dt”, 
0 


{ t 
I U}h ||? (£) + | [u,]? (t”) dt' = | (7, Un) dt" + Î U, IF (O). 
0 (Ù 
Comme 


N N 
(2, @) (0) = (Uro Pi): (u,, 2 a; (0) qu) (0) — (U40): 2 a; (0) qui) , 
Lu [2 (0) = (toy Un (0)), I un I (O0) KIT co) [ls 


il vient 


{ 


Liu + | muet) de 


0 


{ 
prise) de)  (Quurte ed)" +5 leo PS 
0 


{ 
<t} 
{ 1/2 
<({ usine) &)" (Em rO+ | mr &'ydt)" + 
0 

+ > 0. 


L'inégalité | ab | < a°/(4e) + eb?, où e >> 0 est convenablement 
choisi, nous permet de déduire à partir des relations précédentes les 
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O1 


majorations à priori 


lux I (£) + 


Su 


t 
pue de <e ( | 111 dé + Ill?) ; 
0 
: (6.15) 
max []u, [12 (4) + | [ui dt 
1€]0, TT û 


T 


<c(| PE)" + le), c>0, 
0 


majorations, qui entraînent la dépendance continue de la solution 
approchée du problème par rapport à f et à wo Evaluons la vitesse 
de convergence de u, vers u (x, t) pour k —+ 0. Ecrivons pour EË, — 
= u — u} les identités 


5, va} + [6;, v:]—=0, (E:, v:) (0) =0, 


qui sont valables pour toute fonction v, — > bips, à = 1, AN 
les coefficients b; étant supposés dépendre de t. Alors 


(8) += (2, u—0)+ 1, uv), 


LB + Ÿ Bu [le dt” 


0 


{ Î 
= [ru—udt+ | (Se, uv) dé + IE IE (O) 
nt) 0 
Les relations 


( 0Ëh 


TH u —v;) dt’ — 


= (En, u 09) (6) — (En. u—vr) (0)— | (Es, SLR) dr = 


t 
— (En, LT lh) (4) Du (Ën; U(o) — Uh (O)) nu | (En, + à | ge 
0 
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nous donnent 
l t { 
Fleiro+(mera< (Era) "([u-wpa) "+ 
0 0 0 


+5 II En 112 (O) + 11 En AI Ce) 1 2 — va 11 (6) + 11 En (O) I Uéco — Un (O) 114 


t t 
ù > 1: V2/(Il 9 dvn Il? 7,1 1/2 
+(jisiee) "(IS Sle)T. 616 
0 0 
La fonction u, (x, 0) étant la projetée orthogonale de u,sur HA’ ,ona 
Il En I (O)< | wçoy — va (0) II. (6.17) 


En se servant de l'inégalité | ab | a*/(4e) + eb°, on déduit de 
(6.16), (6.17) les relations suivantes 
t 
ILEn 1 (6) + À LENS dt” <iiu —vr 11) + 
0 
/ d 
+6 À | Lu —vate dé + Ils) — va (0) IP + 
‘0 


t 
+] 


{ 
max | En 1 (4) + | HEnit di max |lu— vs |1(E) + 
[Ü 


ou OUh 


<< “dt'), c>0, (6.18) 


dUh 
ot 


vu 2 
Te | dt). 


T T 
+e ( (tu vi dt +11 do — va (0) IP + (| 
0 0 
Supposons que v, a pour coefficients bd; = V'hu(x:, t). Alors les 
propriétés des fonctions {;} (cf. $ 2, chap. 2) nous permettent de 
déduire à partir de (6.18) que u, converge vers u pour k —+ 0: 


T 
max |[u — u, ||2 (4) + | [u—uy]?dt—0, h— 0, 
î 
0 


pourvu que uyo) € Le (Q), du/0x, dulôt € L, (0, TI X Q). Si wo € 
E H\, d'uloz dt € L, (10, TI X Q), Œu/0x° € L, (10, TI X Q), alors 


T 
max|lu—un|1(#)+( (uw) <ch, c>0. (6.19) 
t 
0 
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Etablissons d’autres majorations de la vitesse de convergence de 
u} vers u en admettant que toutes les conditions aux limites sont 


assez différentiables et que les conditions de compatibilité requises 
sont réunies. Ceci nous permet de supposer que la oUon du pro- 


blème sera dors Tout d’abord en posant v, (0) — D VR x 


Xu (z:, O) pi = D V'R uuo) (xi) pr, on déduit à partir de (6.17) 
=i 
que || Uço) — uy 10) IS ch’. D'autre part, on a 


[ua (0)— u (0)] = [ua (0) — 20] & 
< Lo — Vn (0)1 + Lx (0)— un (OI <ch +] (2 (0) —ur (0) | < 
<chi L||v, (0) —un (0) ISch+ ch (6.20) 


Soit l'identité 
t 


4 
| (+ (u—u}), _ (u— u;)) dt + | [u— Up; lu) | dr = 
0 0 


= + (u —u;), Fu) dt’ + | [u— us, Zi —v) | dt”, 
0 0 


N 
valable pour toute fonction v,= à) b, (t) gs (x) dont les coefficients 
ie 


b, (t) sont continüment différentiables. D'où 
| | de + tue OZ 12 (0) (OI + 
+ (LI eut er)" (Ton far) + 
+ (| eroar) "(| [2 wma)", 
[| a. | at + max (EuJe(#) Le {[u (0) — ua (OE+ 


T 
+[ | e-voff a+ (ere) (CS em a) "*). 
0 0 e 
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n 
En choisissant = à D VA u(x;,t)q;(x). on obtient la majora- 


tion 
(I (u — — 1) |f dt) + max [u —u,]<ch. (6.21) 
Déni enfin que 
jee I u— un [| () Lch3/?, (l [Lu —u, ||? dt) ss ch®. (6.22) 
Considérons, à cet effet, le sroblène auxiliaire 
— + 4D=0, 


D (1”) — D, (x), t £ [O, t’], 1’ €] 0, TI: (6.23) 


où Di (x) = u (x, t')—u, (x, t’). On déduit à partir de (6.21) que 
®, € H\A pour tout 1€ ]0, t’[. On sait que (6.23) admet une solu- 
tion unique qui satisfait l’inégalité 


(FIST 


Si, par ailleurs, on multiplie (6.23) scalairement par ® dans 
L;, (t, t'T X Q), on obtient 
. 


TDR + | 10, Gi = 


HIDE) dell Di lee + (6-24) 


t° 


max ||® | @+(11 (Op dt) cl ®, Il (6.25) 
<t<t° 


Multiplions maintenant (6. 23) par une fonction v Ê W1 (10, £'T x 
X Q}),w(t, a) = 0, et intégrons sur le domaine JO, #'{ X Q. On ob- 
tient la relation 


t° 


0= | (- 5, s)a+ | 10: v] dt — 
0 
F ; 
= (, v)(0)—(0, v)(') + | (®, 2) àt+ (®, v] dt, 
c'est-à-dire la relation 


t” 
D, v) (= (@, »)(0)+ [ (®, \at+ À IE, var. 
0 0 
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En posant v—E,—u—u, et comme 


(@, Sn | dt+ Î (D, E,] dt =0 


U 


| 
pour D,= à c;(t)q,(x), on obtient 
f=1 


Ibn 1 (8°) = (D, En) (0) + Î (o—®,, À) a+ 
0 


; 
+ | 1D—D,, 84] dt 11 D 11 (0) II En 11 (0) + 
0 


LE 


“re-arar (Île DE 


A T 
SE | (D—®D,]? dt) 1/2 (| [En]? dt) FE Cch: Ï O, Il (&")+ 
2 0 


+ch ( | 1 D— ©, IP dt) ve +ch | Î (D—®,j"dt) MT. 


0 0 


N 
Soit D,= SO VhO(x,, t)q;(x); alors 
i=1 


En 12 (2°) Se? 11 D 1 (E') + ch? | [De dt ) 


Le j. 


+ (11 ar)" Rene 1 En 11(89+ ch 11 En Il, © Lex, 


max ||62 (4) IS ch‘, 
0IET 


où c > 0 est une constante indépendante de À. 
Pour démontrer la deuxième majoration (6.22), posons au lieu 
de (6.23) le problème suivant 


— TT HAD=F, 16[0. TI, 
D=0, t=T, 
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qui est supposé posséder, pour des coefficients p et q différentiables 
et F € L,, une solution unique telle que 


T 
max || D (4) +1 DUREE | 11 FI dt. 
0 


N 
Pour v=t,, F—E, et ®,= > c;ft)p,(x) arbitraire, on obtient 
= 


bo 


de façon habituelle 


T T 


T T 
jevat=[iairas((-#%7,v)dt+ |1O,v1àt- 
0 0 0 0 

T 
0 


T 
= (®, v) (0) + (o,)e+ | ra 
T 
=(®, v)(0)+ | (@—, & ) )at+ [re d,, Ed 
0 


<!II ® 11 (0) 1 8x 11 CO) + | [1o—0, Ba)" ( (28 Pac)" 
0 0 


+ ( ( [D — D,]? dt)” ( [Ex]? at)” < 
0 0 
<ch2|| © 11(0)+ch | (n D, [Pdt) " +ch| ( (D—œrat) 
0 0 


N 
Pour = 2 D(z;, t)p(x), on a 
ê Joe 
À HI En 112 dé eR? |] 11 CO) + ch? 1] DIS CA? ( | FIRE dt)" < 
0 


<ch | ( [En 1 de)", 
0 


c'est-à-dire la deuxième majoration (6.22). 
On a donc démontré les majorations suivantes de la vitesse de 
convergence de u, vers u pour À —> 0 dans l'hypothèse que la solu- 


& 6] ÉQUATION PARABOLIQUE 221 


tion du problème (6.1), (6.2) est régulière : 


((I&e-unfer)"+ + max [u—u,] ch, 
Û 


O<I<T 


T 
S L u— u} || (£) + ( | [u —u,]? dt)" <ch, (6.26) 


tE[0, s 
T 


2 
LES Lu — u, || (t) Lch3/?, (| [u— u, || dt)" <ch?, 
tE[0. ; 


où c > 0 est une constante indépendante de z. 


REMARQUE. La solution approchée uy = D; a (t)œ: (x) cons- 
i=1 


truite ici est appelée parfois approximation semi-discrète par la 
méthode de Boubnov-Galerkin. 

6.4. Intégration numérique d’un système d'équations différen- 
tielles ordinaires. L'étape suivante d'intégration numérique du 
problème (6.1), (6.2) consiste à intégrer le problème (6.12), (6.13). 
On peut se servir à cet effet de la méthode des harmoniques ou de la 
méthode des différences. Remettons l'étude de la première méthode 
au prochain paragraphe, où elle sera appliquée à une équation hyper- 
bolique, et penchons-nous sur la seconde. Nous supposerons que la 
solution du problème (6.12), (6.13) est assez différentiable par 
rapport à { et que les dérivées des composantes du vecteur a sont 
bornées uniformément par rapport à À 

Introduisons sur [0, 7] un réseau t; — jt, rt — T/J, j — 0, .. 

.., J, supposé uniforme pour la simplicité de l’exposé. On a alors 
les schémas classiques suivants (au sujet de la terminologie, voir 
{5], chap. 1). 

Schéma semi-explicite: 


BIS + Aa; = F(t;s), Bay—a(0), j—1,...,J. (6.27) 
Schéma implicite : 
BIEL + Âa;=F(t;), Bay—a(0), j—1,...,J. (6.28) 
Schéma de Crank-Nicholson : 


A 


BA + A UE D p(t,p), Bay=a(0), j—1,...,d, 


(6.29) 
où ay — (a1,9s sf ans), t J-1/2 — (tj a ti_1)/2. 
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Les schémas (6.27), (6.28) donnent lieu à une approximation du 
premier ordre par rapport à T, le schéma (6.29), du second ordre. 
On étudie leur stabilité sur l’exemple du schéma implicite (6.28). 
Multiplions (6.28) scalairement par a; dans l’espace des vecteurs 


N 
l, = jata—(a,...,an)T,(a, b); = > &ib;, [la le — (Sa}r|. 


i= 1 i=1 


On obtient 
(Bas, aj)e + T (das, aÿje = T(F (t;), aj)e + (Bay rs ai) 


N 
ou, ce qui revient au même, pour Up, = à &;, 3€ (2) 
{mi 


un, + Tu, = TC), un.) + (ur. ja, Ua, 5). 
Les relations 


[Cün, jus Une) + TI (5), un.) IST CG) NU, + 
un Eee un. RTS CDN + un. 52 1) (un, 2 +7 lux, 12) 2 
nous conduisent aux inégalités 


(ur, JP+ Tu, TI SG) NH us, 
TI (5) + us, 54 + Tu, 3 PP 


J 
. KT à IG U+ us. o + Tu, 0) 
<t, max ||f(t:)11+ (lux io l2+ Tux. o)2)/2, (6.30) 
1<i<J 


c’est-à-dire que le schéma est absolument stable. La théorie géné- 
rale des méthodes des différences (cf. [5], chap. 1) nous dit mainte- 
nant que la convergence de a; vers a (t;) résulte de l’approximation 
d’ordre O (x) et de la stabilité (6.30); en outre, 


(Lun (y) — un, 2 +T [un (4) — un. 512) 
<ett,, i=1, ..., J, c>0. (6.31) 
De (6.26), (6.31) il s'ensuit 
max [u(t;)—un, j]<e(t!/2 +h), 


0<I<J 


max [[u(t;)—un, ;&c(T+h%?), (6.32) 


0<2<J 


(lu (é)— un, sSe (rt; +R), j=, 7; 


on peut établir une série d’autres majorations. 
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On se sert aussi du critère spectral de Neumann pour étudier la 
convergence des schémas (6.27), (6.28), (6.29). 
EXEMPLE 1. Montrons que les valeurs propres de la matrice 


B-1Â sont strictement positives. Posons à cet effet le problème aux 
valeurs propres de la matrice B1A : 

B-14c = ke ou Ac = ÀBc. 
Si À est une valeur propre de B14, alors (Ac, Cha = À (Be, c):. Or 


\ 
(Be, de=|] Z cie: ff, 
a + 12 
(Ac, ch — [ > api] > ( Pmin ETS + Gmin } 


1=- 


c 
IS CiPi f. 


Donc, 


> Pain + Qmin > 0, (6.33) 


OÙ Pmin P (TZ) Pmax: Imin q (x) < Jmaxr Pmins Pmaxs mins 
{max Sont des constantes strictement positives. 

EXEMPLE 2. Encadrons les valeurs propres des matrices B 
et À. L'indépendance linéaire uniforme de la base {qç;} nous donne 


Ci & Re . 


Donc, pour les valeurs propres À; = À; (B) de la matrice Ë, on a 


A (B)L Ce C1 Ca > 0. (6.34) 
Pour A (4),ona 


LCoy Cys Co > 0. 


N 
: IX ci ff 
._ (Ac, cha 2 ; i—1 
AZ min QE 2 (Pair gg + nn) > 
C4 (Prin PET + Gmin ) 9 (6.35) 
À; (4) max PE (Les Cimax ) CD C3>>0. (6.36) 


EXEMPLE 3. Supposons que les vecteurs propres {c;} et {ci} 


des matrices B-14 ét (B-14)T — AB-1 forment un système biortho- 
gonal complet. Trouvons le critère spectral de stabilité du schéma 


(6.27). Développons a; en série : a; — S ac, et passons de (6.27) 
k=1 
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aux relations pour les coefficients aû), obtenues en faisant agir la 
matrice B-! sur (6.27). On aura 

Le : Bt À 20 2 rt 

tt (ago — af.) + An (B-14) af, = Fils, 
où F0 — (B1F (ty), char ÀR (B-1A) est une valeur propre de la 
matrice B-14. Si | 1 — TtÀx | 1, on a alors 

a(f# — (1—7TA;) af) + tFS):, 
k 
Lai a, +r FI. Ka +tymax| FN], 

c’est-à-dire que le schéma est stable. La condition | 1 — TA |< 1 


{compte tenu des encadrements pour À; (À) et À; (B) de l’exemple 2) 
sera remplie si t € J0, 2/max | À4 (B-1À)][ et à fortiori si 


QT —_— "5 ch, (6.37) 


C3Pmax/h3+ c2Qmax 


Ainsi, la condition (6.37) est une condition nécessaire de stabilité 
du schéma (6.27). 


$ 7. Intégration de l’équation hyperbolique du second ordre 
7.1. Position du problème. Soient x € Q = Ja, bl, t€ 10, TI, À 


in me A Le EE DS LS LE à 
+ Au = f(x, t), tE€]0, T[, xEeQ, (7.1) 

u (x, 0) =uo; (x), (7.2) 

+ (&, 0) = us; (x). (7.3) 


Admettons que le problème (7.1), (7.2), (7.3) possède une 
solution pour certains f, uço, Ua). Multiplions ces équations par 
des fonctions arbitraires v (x), w (x) € H\1, où H, est l’espace éner- 
getique correspondant à À. Une intégration par parties par rap- 
port à x nous donne les égalités 


(Ge v) (#)+{u, v] (+) =(f, v) (0, (7.4) 
(u (x, 0), D) = (40): 173) PR (7.5) 
(5e 0), wo) = (y, w), (7.6) 


qui seront posées à la base de la définition d’une solution distribu- 
tionnelle. 
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On appellera solution distributionnelle du problème (7.1), (7.2), 
(7.3) une fonction u (x, t) appartenant à H, pour tout t, possédant 
une dérivée seconde du/ôt* € L, (10, TI X Q) et vérifiant presque 
partout sur J0, T[ les égalités (7.4), (7.5), (7.6) quelles que soient 
les fonctions v, w € H\. 

Pour assurer l’existence d’une solution distributionnelle w (x, t) 
telle que u (x, t) E W2? (10, TI X Q) on supposera que les données 
initiales du problème sont assez différentiables et remplissent les 
conditions de compatibilité. En posant v — Ou/ôt dans (7.4) et en 
intégrant cette équation par rapport à t” € JO, t[, on obtient la rela- 
tion 

t 
ae(9=2 | (7, 6) (6) dé + (0), (7.7) 
0 
ou 
"ot 


(u}2 (t)= | À (4) Lu]? (b, 
[u]j?={u, u](#), (u(0))2= [fu [+ [ucol?. 
Une dérivation de (7.7) par rapport à { nous donne: 
2) 2 (5, À) <2ninl lo <21r1c0 
Alors 


ou 
ôt 


t 
EL EI, (EE | If 1 dt" + (0). 
Ainsi la solution distributionnelle vérifie la majoration 
t 
(DS | IF) dE + (lu + Mo 7, (7.8) 
qui garantit nie de u (x, t). 
7.2. Algorithme de résolution approchée du problème. Introdui- 


sons les mêmes fonctions de base {p, (x)} qu’au $ 6 et cherchons une 
solution approchée du problème (7.4), (7.5), (7.6) sous la forme 


d 


un(e, 9 = Da (Dqu(e) (7.9) 

où les fonctions a, (t) se déterminent à partir du système d'équations 
(SE, qi), l=(f, o0) (6), (7.10) 

(un (0), 1) = (wo Pa), (7.11) 


ouh 


ot (z, 0), qu) = (uw, Pi), i= 1, ..) N, (7.12) 


15—-01526 
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qui peut être mis sous la forme 


B 2 + Âa—F 0 7.1 
"du in a=#}#, tE] ? T [, (7. 3) 
Ba (0) = açw, (7.14) 
B © (0) = a, (7.15) 


où B, À, F et aç sont de la même forme qu'au $ 6 et le vecteur 
aa) = (@, 1, + < + Œ1,n)] à pour composantes a1,; = (Ua), Qu). 
La théorie des équations différentielles ordinaires nous dit que 
ce système admet une solution unique {a; (t)} qui définit une seule 
N 


solution un = DUT (x). Multiplions (7.10) par da;/dt, sommons 


i=1 
les résultats sur à = 1,..., N et intégrons par rapport à t” €]0, t[. 
On obtient l'égalité 


++ Ouh 
2 


Fo++tmre- | (2 un) dt + 


1 PE 


T9 
De là on déduit (cf. déduction de 7.8) 
t 


| (0) ++ lux] (0). 


Qun) (2) & | IL FIN (4) dé + (un) (0) 


où ; 
un) (0) = | |” (0) + [ua]? (0) . 
Or 
(SE, D) (0) = (ue, 2) (0), | (0)<i wc, 
[ur]? (0) <c ol, c>0, 
donc 


(an) (1) & | nyncar +echu F2 mon 


Ainsi, la solution ee ur dépend continüment des données 
initiales. 

7.3. Estimation de la vitesse de convergence. Pour estimer la 
vitesse de convergence de u, vers u (x, t), considérons les identités 
suivantes pour Ë, — u — up: 


(Un, oi) (+ IE pl()=0, LEO, TE, 


\ 


(Se (0), pr)—0, (En (0) ph=0, i=1...., N, 
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La 
HT? à ) dt'+ ([E, < En Jar = == 
Û 


= | TE , ra (u — ur)) dt” + fe tun Jar, 
0 


où Ur = S Vhu(zx;, t)p,(x). Des calculs élémentaires nous don 
i=1 
nent 


À «à ue co = 
= | Fo +187 0 +2 (À 


, uw) ) 6 — 


ot 
ê 

-2(S, + ot (ee ur) ) (0)— 2[ (5, à DE TIE = (U— uy)) dt + 
a 


HÎfe HU-un]dæ", (716) 
0 
Se + mur © <] À co + wrc0 + 
F2] dEn to l+ —U;) | «)+2] À | QE (u — a) | (O) + 


2 {#lol&e- fear +2{ Buf ge -u]ar: 
Si Up Wioy, U (x, t) sont différentiables, on bien les inégalités 
N 
| _. (u — Ur) | (0) = | Ut) — > V'hu« (x;) Ps (x) |<O cu»), 
i=1 


| & un |[@<0 


ae un) |(<O (®), 
[ & (u — ur) | <O(h), 


ainsi que 
| À a (0) = ( , Mo ae (x, 0)) =— 
_ ( 9Ën (0) 


; m3 V'huu (20) où) <]-$- | (0 oc»), 


Slo<o. 
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[Ë]2 (0) = (Ex, uwço) — un — ur + ur] (0) — 


N 
= [E,, 0) — 2 V' Ro (x) il (0) + LE, ur —ux] (0) 
< [E1] (0) O () + [Ex] (0) [ur —u] o< 
< [En] (0) (O() ++ lus — un 11(0)) , 


ur — un IF (0) = (ur; — uy, ur — up) (0) = 
Fe (ur — Uhs Ur — u) (0) < Ï Ur — Ur I O (R?), 
ur — un (0) LO(RE), Tu; — u;]l (0) < O (h). 


Les relations précédentes et (7.16) entraînent les majorations sui- 
vantes de la vitesse de convergence de u, vers u pour k —+ 0: 


[fo + Br @<oe+00+.| 08 + 


re [fe 
0 


Fe + @}T<en, 


où la constante c est indépendante de À. 

7.4. Intégration d'un système d'équations différentielles ordi- 
naires. Pour intégrer numériquement le problème (7.13), (7.14), 
(7.15), on peut comme dans le cas d’une équation parabolique utili- 
ser une méthode des différences. Mais la méthode des harmoniques 
que nous allons examiner est souvent d’une grande efficacité pra- 
tique. 

Supposons que les matrices C=B"1À et CT possèdent un système 
biorthosonal complet de vecteurs propres {cx}, {ck}. Cherchons 

M 
a (t) sous la forme ay — » ar (t) cr, Où @, (t) seront déterminés 
k=1 
à partir de (7.13), (7.14), (7.15) après la substitution de a à ay 
dans ces équations et la multiplication scalaire de am par cé, k — 
— "À; . M. On obtient, en définitive, les équations suivantes pour 
la détermination des coefficients an (t): 


(t")k2 dt’ te | [E,]Rkdt, (7.17) 


JEh 
ot 


max { 
L 


Pre + huax = (ÈTIF, cfa, 
(7.18) 


a. (0) = (B-taç, Ch)2 ax (0) = (8-10: Ch) 
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où À: est la valeur propre à laquelle est associé c:. Les @&, (ft) se cal- 
culent explicitement à partir de (7.18): 


ax (t) = (Ban, ct)2cos (VA t) . 


+ (B-laç Ch)e FE sin (V4 t) + 


( 


+ [(ÈUEF, cie (#) 


— sin(VA,(t—t'))dt, (7.19) 
J 75 


M 
on détermine ensuite ay = > @&, (t)a, et la solution approchée du 
£=1 


M A 
problème initial u}, y — à am. :(1)p; (x), où am. = à ap (É) Ch. 


Cr = (Cr. _ , Ch. se: En supposant à f(x, t) telle ou telle pro- 
priété différentielle par rapport à { et en se servant de l'information 
à priori sur le comportement des valeurs propres À;, on déduit à 
partir de (7.19) une majoration pour @&, (ft) et, partant, pour la vites- 
se de convergence de u, y vers u pour A — N —+ co. 


$ 8. Equation hyperbolique du premier ordre 


Dans ce paragraphe, on appliquera la méthode de Boubnov- 
Galerkin à l'intégration de l’équation hyperbolique du premier or- 
dre. L’approximation par les fonctions à support borné sera réa- 
lisée uniquement sur la variable spatiale. L’approximation sur la 
variable { peut être effectuée ensuite par une méthode des différences 
(ou par une autre méthode) comme pour les équations paraboliques. 
La méthode proposée ici se distingue des précédentes par l’établis- 
sement d’une majoration de la vitesse de convergence: on majore 
d'abord u, — u,, où u, est la solution approchée et u, une interpola- 
tion de la solution exacte u (x, f{) et ensuite u, — u (x, t). Soit 
donc le POS 


S+as + b(z, t)u(z,t)=f(x,t), (8.1) 
u (x, 0) = uço) (x), (8.2) 


où 1€ 10, TT, Q = {(x, t):1€ 0, TI, x € JO, Al}, a = const > 0, 
b(x, 1) > 0 est u une fonction bornée, f (x, t) € H = L, (@), Uo) (x) € 
€ Le (0, 1), (-, = (°, *)Leg. 15 N° [| = || ° Îlzeco, n. Toutes les 
fonctions, y compris la solution cherchée, sont supposées périodi- 
ques en z et de période 1. Dans la suite (sauf mention expresse du 
contraire), on admettra que les données initiales de (8.1), (8.2) sont 
telles que la solution u (x, t) est assez différentiable par rapport à 
toutes les variables. Par W, = W, (0, 1) on désignera la partie de 
W; (0, 1) composée des fonctions périodiques en x de période 1. 
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Désignons le produit scalaire et la norme dans W, respectivement 
par (+, “ha et | ° ln = (°, *)*. 

Multiplions (8.1), (8.2) ‘scalairement par une fonction arbitraire 
w € W, dans L, (0, 1). On obtient les relations suivantes: 


(2 ,w)(0+ (a 2, w) (94 uw) (D=Gw) (D, 110,71. 
(8.3) 
(u, w) (0) — (40); u’). (8.4) 


(Les relations (8.3), (8.4) peuvent être, comme dans les paragraphes 
précédents, posées à la base de la définition de la solution distribu- 
tionnelle du problème.) Majorons la solution u (x, t) à priori. Pre- 
nons pour w la solution elle-même et intégrons (8.3) par rapport à 
t’ E JO, t[. Comme (Ou/ôzx, u) = O0, il vient 


{ { 
Que [lu 118 (4)+2 À (Ou, u) dt =2 | (f, u) dt" + lue IF, 
0 0 


2 fu] LP 2 2 (fu) 2 1If 11) a 11 (9 ZI I (6) Lu] (9), 


{ t 
[Llena<(isieer, 
0 0 
{ 
pu (6) | 171 (8°) dé" + Non Il (8.5) 


0 
. 


max [luIl(#)+ (| (u, u) at)" < 
(0, T] 0 


T 
c(|fIG)dt" +), c>0. (8.6) 
0 


De là on déduit immédiatement l’unicité de la solution. 

Abordons l'algorithme de Boubnov-Galerkin. Introduisons sur 
[0, 1] le réseau 0 = ro <<...<zn =1, k; = Titi, h = 
= max A, Ra min hi, max | h, hi |< cah® et associons à 


chaque nœud la fonction de base æ; (x). Supposons, par souci de 
simplicité, que ; (x) est linéaire par morceaux: 

T— Zi] 

h; H 

Tis1— TZ 


T €] Ti-1s Ti [, 


qu (r)=| DAT ETETTEE (8.77) 


hi 
{ 0, z ] Lits Li: [, 
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pour i = 4, ..., N — 1; pour i = Oet i = N,on a, en vertu de la 
périodicité, 


Po — Pn 
EE TE] Zn-1, En |, 
Peine, cçla ail, En 
0, ZÉ] Lo, Zi TU] TZn-s Tan [. 


Les fonctions {; (x)} sont prises pour fonctions de base et la 
solution approchée u, (x, t) est cherchée sous la forme 
N 


un(z,t)= à a(t)pi(x), Go(t) = ax (t), (8.8) 
où a; (t) se déterminent à partir du système d'équations différen- 
tielles ordinaires 

Fe) (4) 
(SE ou) (+ (a, pi) (6)+ Our, pi) (t)= 6, 1) (#) (8.9) 
avec les conditions initiales 

(nr, Gu)}(0) = (uw ph, = 1, ..., N. (8.10) 


Les équations (8.9), (8.10) peuvent être mises sous la forme matri- 
cielle : 


MT + Âa+ Ba =F(#, t€10, TL (8.11) 


Ma (0) = açoy, (8.12) 


où M=(Muy), À =(A1y), B=(Biy, F() = (F:1(6), ... 
cos FN), Fi) =, qu), a = (mt), ..., an (ET, a = 
= (Go). 1, +... or. N)Ts Go, à = (Uçoys Pi), Mis = (qu, Ps), Ais = 
= (a SE, Pr Bis = (bp:, p;). Il est immédiat de remarquer que 


les matrices M et À sont de la forme 


"Z(kiths) hs Ra E 
6 6 6 
es 
6 
M — . ; 
hv 
6 
h; Rhin  2(hi+hn) 


_ 6 6 6 
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= 1 
0 + 7; 
+ 
2 
A=a 
1 
2 
4 | 
Z —z 0 


Les matrices M et B sont symétriques et définies positives: 
2 : 2h 

(Ma, a), 2 ss h; > AZ Ge Ÿ af, 

ni ui (8.13) 


(Ba, )22 (min b (x, t)) =— E Dai 


la matrice À vérifie la relation (Àa, a); = 0. Les propriétés des 


matrices M, B et À nous disent que le système (8.11), (8.12) admet 
une solution unique a (t), qui définit une seule solution approchée 
‘ 


Uh = Dai (£) pi (x)- 


i= 1 


Majorons maintenant l'erreur u, — u = &, (x, t). Soit l’inter- 
h. 
polation de la solution exacte ur; (x, t) = Ju (xi, t) qu (x); en 


i=1 
vertu des propriétés des fonctions linéaires par morceaux (cf. $ 2, 
chap. 2), on a 


: . || 0° 
lu— us Irc, »<O (4) de | — |, (0, 1)? 
co‘? | 
su vrai | ie oO (A2) su vrai E | ji . 
P, ôt P 0x? 0 ||L(0, 1) 


FE fe 0 D 


Etudions plus attentivement la différence Ë,; — u — u, sur l’inter- 
valle ]z; 1, zil. Comme (u — u;) (x;, t) = 0, il vient (pour certains 


UIC ni: € Jzi zil) 
Er (x, t) = Er (eu )+ (220) À (x, + 
PAPA Lie? ke Gr 2 0%r SL (z,, t) + Eu Lu (n ni: 
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=(xz—z;) (£ (z;, + { _ (x, tydz') “ Er À Le ——s (Zi, t) + 


X{—1 


+ EE 2 (ns, = (es) (LE (1,70) — 


1 — 9? 
na) LE Gers 9 + ED LE (en D + 


_— du 
TD ES CT t) | dx’ | + 


4 Et D Qu à) 4 ER De fn, à) = 


= (22) (SE (a, 1) (2, 9 + Et) # (Gi, t)+ 0 (HD) + 
+ ar es (x Ti, t) RE ea 2 = (n Vis t) = 
sien 2 (& 1) +0 (RD. (8.15) 


2 dx? 
De façon analogue, 


(Se) (, 0 = REED ES (m1, 9 +0 (H). (8.16) 


Soient les égalités suivantes pour la solution exacte du problème 
9 Lwd 
(A, qu)+ (a, qu) + (ur, p) =, pote, (8.17 


où = ((ur—u), q)+(a(u—u), qu) + (b(ur—u), qu), 
i—1, ..., N. Comme 


Be ee {un = 
. Xi+1 
= —— | ur u) dr + } (u; —u) dx, 
ee 


il vient, compte tenu de (8.15), 


ô h? 92 9? 
(Lu), qu) = LE (or, 9 — Te D (aies, 1) + O (RS) = 


= ich) (hu) D Go à) + OU), 


FEES 


(ZE ru), 9: Le 
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Donc, 

le |ISO(RS), i=1,...,N. (8.18) 
Outre (8.17), on déduit à partir de (8.4) les égalités identiques : 

(Ur, Pi) (0) RE Ë; + (&ço); Pi), (8.19) 


où £i = (ur — u, qi) (0), | 1 | O (RS). 

Ecrivons le système qui admet &,, — uy — u}, pour solution 
et qui résulte de (8.17), (8.19) et (8.3), (8.4) par soustraction des 
équations correspondantes : 


(È : qi) + | (a 1: : Pi) + br. hs Ps) = Ex, 
Bras 9) (0 Bu it, NN. 


En multipliant ces équations par u (x;, t) — a; (t) et en les ajou- 
tant, on trouve 


(De Brun) + (e DE Br») + Orne Br. 


| 


2 


— >, e;(u(z;, {)— a), 
i=1 


N 
(Er. n 112 (0) = 25 Ex (éçon (x1) — ai (0)). 


De là on déduit les relations (cf. déduction de (8.5)) 


N 


{ 
En (9=2 | (5 ect (œu 2) —a (8) dt + IIEr. » 1 (0), 
(} 


i=1 


N 
LE, a] ELA 2 D es (u (xs, #)— a; (#4). 
i= 1 


Or 


N 
D eitu(zs t)—a(t)) < 


i- À 


<< ( Se hi)" (s kil (a Da (})"< 
î 


i=1 LES | 


< 7 VO (RS) ILEr, à 11 (4), 
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[SA] 


N 
Era 1100) = 17 —un 110) =Û D go) (24) Pa — ur OO) 
N 
LE Lo) (51) Pa — (2) Îles (2) — un 11 (0) < 
<2 || 440 — D Lo (75) Pi] <O (2). 


Donc, 
LE, n] ELA ohe [les à 11 (4) eh? LE. n] (6), 
LÉraléens, [En] (4) ch? + (Er. »] (0), 
(Er, n (4) Seh3t + II Er. n II (0) ch? (#+ 1), 


T 
sup vrai [lu ua |1(#)+( À Guru), us; —u)dt)" < 
tE[0, T] 0 

<ch2(T+1)<ch2. (8.20) 


Pour majorer u — u}, il suffit d'utiliser l'inégalité triangulaire 
[u — u,)< lu — ur) + [ur — un): 


T 
sup vrai||u —u, || (£) + ( | (b (uy, —u), u, —u) dt} "<cn. (8.21) 
1E[0, T] a 


Ce que nous voulions. 

L'algorithme s'achève par la résolution numérique du proble- 
me (8.11), (8.12) par une méthode convenable en évaluant simulta- 
nément l’erreur commise à ce stade. 

EXEMPLE 1. Construisons un schéma implicite à deux niveaux 
sur un réseau uniforme t; = jt, t — T/J pour la résolution du pro- 
blème (8.11), (8.12) et établissons sa stabilité et la convergence des 
solutions approchées vers la solution exacte. Un éventuel schéma 
est de la forme 


M SIA + Aa,+ Ba; =F(t;), 
. (8.22) 
Mas = 40), j=1, A 


son ordre d’approximation est © (x) sur une solution différentiable. 
Pour établir la stabilité de ce schéma, multiplions scalairement 


ses équations par ay. Comme (Aa, a;) = 0, en posant u,; = 
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N 
s > ay. (x), on obtient 


(Ma,, aj),+T(Ba,, a; =x(F(t;), ay): + (Maj, aa, 
un, + T (bu. ;, un. ;) = T(f(t;), Un, 5) + (un, 3-1 Un, 3), 
us, ,1P+ Tu, ju, 3) (TI CE) + ua, 321 D Mur. 3, 
(lun, toux, ;, us, 5) 2<TNf (us. 31 <<... 
...<t; R AC) + un. 0 + T (OU. 0 Un. o))/?, 


(|| Uh, j ||? ET (bu. J” Up, sp) 2< 
<t; Ve If CG) + € (co + T (O0): U0)))/?; 


ce qui exprime que le schéma est stable. 
La stabilité et l’approximation entraînent la convergence de 
N 


un. vers un(t;) = D ait; qi(x) pour T—0 et de plus 


i=1 
max un.; — un (45) NIK O (7). 


$ 9. Intég’ation numérique des équations intégrales 


De nombreux problèmes de physique mathématique se ramèënent 
à la résolution d'équations intégrales, équations auxquelles on peut 
appliquer avec succès les méthodes des éléments finis. Supposons, 
par exemple, que dans un espace hilbertien À muni du produit sca- 
laire (-, -) et de la norme || - || — (+, - }/* on considère l'équation 


u—= Ku+f, fEH, (9.1) 


où À est un opérateur integral défini sur l’espace tout entier, de 
norme bornée || À || << co. On suppose que cette équation admet 
une solution unique pour tout élément f € H. 

Intégrons (9.1) par la méthode de Boubnov-Galerkin. Choisis- 
sons donc dans H une base {ç;} et cherchons la solution approchée 
sous la forme 

N 
Uh — 2 a; (9.2) 
où les coefficients a; se déduisent à partir du système d'équations 
algébriques 


(up; Pi) + (Au, qi) + (7, Qi); L — O, 1, 3 N, (9.3) 
ou, sous la forme matricielle, 


Ma = Ka + f, (9.4) 
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où M — (Mis), M; = (pi, P), a — (@o; ts + - an)?, K = 
_— (Ki), Ki = (ÆXqpi, Pi), Î Si (fo, fi 0 fn)", fi = (7, Pi), 
ASS A LOS PS À 

Une fois connus les éléments des matrices W, À, les composantes 
du vecteur f et la solution du système (9.4), on peut déterminer le 
vecteur a et, par suite, la solution approchée u}. 

Une difficulté de cet algorithme est que les matrices .W et À de 
(9.4) sont généralement denses (pourvu qu'on ne prenne pas pour 
fonctions de base les fonctions propres du problème aux valeurs 
propres correspondant à (9.1) en admettant que ces fonctions sont 
biorthogonales) et, avant d'entamer la résolution de (9.4), il faut 
dépenser un certain temps machine au calcul d'environ V* éléments 
de matrices qui sont des intégrales multiples. Si les fonctions de base 


{p:} ne sont pas à supports bornés, le calcul de M et K sera assez 
laborieux. En revanche, si elles le sont, alors les éléments des matri- 


ces M et K se calculent plus facilement. 
Si, dans les problèmes à plusieurs dimensions, aux difficultés 


du “calcul des éléments des matrices 7 et Æ vient se greffer 
le problème de leur mémorisation, alors l'usage de fonctions 
de base {p;} à supports bornés peut obvier à cette complication, car 


si le temps machine requis à la recherche des éléments de M et K 
est dans les limites de l’admissible, alors on peut renoncer à leur 
stockage et résoudre (9.4) par une méthode itérative convenable en 


calculant les éléments de M et X à chaque nouvelle itération. 

De ce qui précède, on peut déjà tirer des conclusions sur les 
avantages des algorithmes aux éléments finis pour l'intégration 
numérique de (9.1). 

Penchons-nous sur la convergence de u, vers u pour V —+ co. 
Si l’on admet que l'opérateur Æ est complètement continu, alors 
la théorie de la méthode de Boubnov-Galerkin exposée au $ 3, 
chap. 1, nous dit que l'erreur u — u, satisfait la majoration 


_ 
[[u —u, |<e(u, N)=cinffu—® ci; ||, (9.5) 
C; i=0 


où & (u, N) — 0 pour N —+ , d’où il s'ensuit, en particulier, que 
Uh Converge vers u pour !Ÿ —> co. La connaissance de la forme de 
K, f et des fonctions de base {p;} permet d’expliciter la majoration 
de la vitesse de convergence (9.5). Signalons qu'il est souvent pos- 
sible d'améliorer la vitesse de convergence de u, vers u par les pro- 
cédés développés au chap. 1 (mise en évidence et prise en considé- 
ration des singularités de la solution lors de la construction de 


{pi}, etc.). 


238 CONSTRUCTION DE SCHEMAS AUX ÉLÉMENTS FINIS (CH. 3 


Jllustrons ce qui vient d'être dit sur l’exemple de l’équation de 
Peierls 


T 


u (2) = + | E,(Iz—2]) (b(z) u (2) + g (z)) ds, (9.6} 


0 
qui peut se mettre sous la forme (9.1) pour H—L, (0, T), 
T T 


Ku=+ | E(lz—2]) bu (a) ds, f(9= + | Eitiz—21) 8 (9 dc. 


0 0 
La fonction E, (x) est une fonction spéciale E, (x), où 


x e XL 
E()=—, E, (a) = | dy, n = 1, . ….. 
1 


Signalons certaines propriétés de ces fonctions : 


dEn | 
SO _ _£5,,(, Eh (0)=——, n> 1, 


x3 cs 
E(= —G—init tiger ter 


Co 0,5772, E,(x)=z(E,(r)— E,(x)). 


On admet que 0< b (x) << 1. Par ailleurs, pour simplifier, on ad- 
mettra dans la suite que b est constant, g (x) est une fonction cons- 
tante par morceaux affectée d’un nombre fini de discontinuités aux 


points x, i —0,1,..., 1,1 +1,20 = 0, xr41 = T. On sait que 
l'opérateur Æ de (9.6) est complètement continu et que l'équation 
admet une solution unique [74]. 

Considérons les propriétés différentielles de la solution u (x) qui 
nous seront utiles pour la construction des fonctions de base et l’étu- 
de de la vitesse de convergence. On a prouvé que sous les conditions 
posées plus haut, la solution de l’équation (9.6) admet une dérivée 
duldx € L, (0, T), 1 p << ©, représentable sous la forme 

1+1 


1 de Ë 

Des D [Flln 22 + Vi () + V2 (), (9.7) 
h= 0 

où Fr) =bu(r)+g(z),  Fl=F(&—0)—F (x + 0), 
F(t0—0)=F (Zy41 + 0) = 0, Vil(z) et V,(x) sont des fonc- 
tions telles que V, (x) possède presque partout une dérivée dV;,/dx € 
€ L, (0, T), bornée et V, (x) vérifie, quels que soient x, x" € [0, 7], 
la relation 


Ve (x) — V2 (NIK c Iz—z |{+Ilniz—x"]{f), (9.8) 
où cest une constante indépendante de zx, x’ et u (x) [39]. 
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Une fois en possession d’une certaine information sur les pro- 
priétés de la solution du problème, on passe au choix des fonctions 
de base æ;, (x). Supposons que [0, 7] est muni d’un réseau 0 = 
= ZT <<... Lzn=T, ki —=r;— zx; 1, dont une partie 


des nœuds est confondue avec les points Zi, i=0,1,..., [+1 
Admettons que ce réseau est quasi uniforme et que À& c max h;, 


1 
où À = T/N. Pour fixer les idées, définissons sur ce réseau des fonc- 
tions de base linéaires par morceaux normées ;, (x), à = 0, 1, ... 
..., N (cf. $ 2, chap. 2): 


L— Li 
Th zElÏz;…, zl, 


1 
Pi (x) — VF . RE — zE x. Tisls 
0, TÉL, Tisil. 
Si l’on cherche ensuite la solution approchée u} (x) sous la forme 
(9.2), on est alors conduit au système (9.4) dans lequel 


T T 
h=+ [qito az Ve) E,(Iz— 21) ds, 
Û 0 


T T 
À qe (a) de | os(e) Es (Ie —21) bd. 
0 


0 
Les éléments f;, M;; et K;; peuvent être calculés de façon explicite 
par la relation dE,/dr — —E, ; (x) ou par des formules de quadra- 
ture élémentaires. Le système (9.4) peut être intégré par une méthode 
itérative convenable en tenant compte de la symétrie et la défini- 


T 

Miy= | qu(2) p;(x) d2, 
0 
1 

Ki5= D 


tion positive de la matrice M — K. 

Majorons la vitesse de convergence de u, vers u pour k — T/N — 
—+ 0 à l’aide de l'inégalité (9.5) et des propriétés d’approximation 
des fonctions linéaires par morceaux (cf. $ 2, chap. 2). On remarque 
que la solution de ce problème ne possède pas de dérivée seconde de 
carré sommable. Donc, la solution exacte u (x) ne peut en principe 
pas être approchée par une combinaison linéaire de fonctions linéai- 
res par morceaux avec une erreur © (h°). Cependant il est aisé d'éta- 
blir ici une majoration d'ordre O (h%/=). En effet, supposons que 

4 


Ur = > u (xi) Vho: (x). On a alors 


i=0 
ha ha 


Q'iu—urirde= fact À a ( (en sen) 
(1 0 0 0 


2 
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D'où, en se servant du développement (9.7), on déduit la relation 
h 


æ 


x ha 
1 ’ ? # mn [2 
ax] | dz NUE —In z°)dz”| = 
û 0 
i 
=O(h; Inth,)+h | y? In? y dy =0O (hi). 
0 


hs 
[lu —uy1td2<O (hi ini n,)+ 
ô 


OS) 


On obtient une majoration identique d’ordre © (h°) pour l'intégrale 
de | u — u7 |? étendue au voisinage de tout point Zi, soit 

#, 

| Ju —u,|?dz<O (RS). 

Æ,-h 
En remarquant qu’à l’intérieur de l'intervalle ]x; à, zil, à l’appro- 
che par exemple du point z;, la dérivée seconde de w (x) se conduit 
comme [F};/(x — x;), on obtient 


Cm. À 


&,-h jh 

: 1 à d? 2 4 * 

| Iu—url?dr<O (HS) | | lar<0(k)0 (+)=0 (3. 
Risk &jith 


On est conduit en définitive à la majoration de l’approximation 
lu —ur 1 O (k°”°). 

Donc, en vertu de (9.5), on trouve 
lu —u, ||< O (k°*) (9.9) 


pour À = TIN +0. 

Modifions légèrement l’algorithme de recherche de la solution 
approchée et tenons compte du fait que certaines particularités du 
comportement de la dérivée du/dx nous sont connues. Construisons, 
à cet effet, une fonction nulle sur les nœuds du réseau et dont la 
dérivée présente une singularité de la forme In | x — zx, | au voisi- 


nage du nœud z,. Un ensemble de telle fonction nous est fourni par 
* Ce. À 
va [ InlE— Zi dé—(2—2,.) x4. ju, 
X}_1 
zE]zin, til j—1, ..., N, 
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x 
J 
4 ue  _ 
VEDETTE nie re | In lÈè—Zz,l dé, j=1, ..., N. 
T1 
Construisons la combinaison linéaire 


1+1 
F 
ur (x)= D, Ya (x) SE l Jk + > aj®; (Z); (9.10) 
k=—0 
où a;j—=Yhu (x;). 
Majorons l'écart u—u,. Soit xE]z;, xzy,,l; alors u—u; — 
I+1 


ef (), où e(m=u(n— 2 ()lFh2, (= 


=V Au (x) 9, (2) + Vu (25,1) Ps (2). Comme e (x) =e" (z,) et que 
eh (x) est linéaire sur ]zy, Zyuil, il vient 


x *j+1 
à 1 À de (x° de (r” ” 
u(a—ur(d=z— | ds | (an -20) dx” = 
É *} 
x X j+1 i 1+1 
’ n a 
ha | dx | Le (Cr 3 [F]x In 1x — Sal + 
J j L 
[+1 
+) +) > jeu) | 
k=0 
l 1-1 
[5 X Lin etat + V, (27 + Ve (27) — 
k=0 
1+1 F 
— D nie 2 un po) |} = 
k:-0 
x S j+1 
= | À Pi) Vi (2) + Var) — Va (x) da” 
L J 
j 


Donc 
[u(z) —ur (2) I<O(R Ink), zx Ex, zjul, 
(9.11) 
[u —u; IS O(R In h). 


16—01526 
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Ainsi, la combinaison linéaire u, approche la solution exacte et, 
de plus, on a la majoration (9.11). La fonction uw, peut être mise 
sous la forme 


N 
ur(x)=©(x)+ ë ay; (x), (9.12) 
I+1 
où a=Vhu(z), D(r)= > LE 4 (2), 
R=0 
es si z, est un point de 
Pa (x) = discontinuité des coefficients, 
N Si 2, 2%, i=0, 1, .…s1+1 


Or, par hypothèse, b est constant et u (x), continue; donc Qa ne sera 
différente de oz que pour À — 0, N: 


Po (x) = po (x) — bte (OV), qu = pr + 
+ bhx (CV?) 


Ha =wmU, j=1,.., N—1. 


Il est immédiat de remarquer que les fonctions {qx) sont lineairement 
indépendantes. La relation (9.12) nous suggère de chercher la solu- 


tion approchée zu, sous la forme 
N 


un (2) = © (2)+ © aix (2) (9.13) 
où les coefficients a, se déterminent à partir du système d'équations 
(un, Ph (un, Py + Ph j=0, 1, -.., N, (9.14) 


qui peut être mis sous la forme matricielle (9.4), où W;; = (qi, œ), 


Ki5 = (kg pu), fi = O, qu) ne (®, qi 5) + (AO, qu), i, j=0, 1, 
., N. De (9.5) et (9.11) il s'ensuit que la solution approchée 


(9. 13) vérifie la majoration 
lu —u, |& O (R°In° h) (9.15) 


pour À —+ 0. 

Donc, en modifiant les fonctions de base afin de tenir compte 
des singularités de la solution, on a construit une approximation u, 
convergeant vers u (x) pour k —+ 0 plus vite que dans l'approxima- 
tion par d'ordinaires fonctions de base linéaires par morceaux. Ce 
faisant, nous avons tenu compte des singularités de la solution sans 
augmenter le nombre de fonctions de base (comparer avec la méthode 
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d'introduction des fonctions singulières), quant aux coefficients 


a; en les fonctions de base fo, (x)}, ils admettent la même interpré- 
tation physique, c'est-à-dire que a; = Yhu, (x;). 


$ 10. Sur certains problèmes de réalisation numérique 
des algorithmes aux éléments finis 


10.1. Intégration numérique. L'une des plus importantes étapes 
de la réalisation numérique des algorithmes aux éléments finis est 
le calcul des éléments des matrices et des seconds membres des sys- 
tèmes d'équations obtenus. On arrive parfois à les calculer exacte- 
ment. mais si l'expression à intégrer est un polynôme de degré assez 
élevé et le domaine d'intégration, un polygone irrégulier, alors 
l'intégration directe se complique fortement. C’est pourquoi on a 
souvent recours à des méthodes d'intégration numérique. Cette pro- 
cédure présente de nombreux avantages pour les raisons suivantes 
inhérentes aux algorithmes aux éléments finis. 

Supposons que le problème est posé dans un domaine Q. Ce 
domaine doit étre subdivisé en éléments finis Q; de telle sorte que 
les fonctions à intégrer soient assez différentiables sur toute partie 
Q;, ce qui permettra de majorer explicitement les erreurs d’inté- 
gration et de les rendre aussi petites que l’on veut. 

La méthode suivante de calcul des intégrales est favorable dans 
les algorithmes aux éléments finis. Si les fonctions à intégrer sont 
assez différentiables sur Q;, on peut les remplacer approximative- 
ment par des fonctions polynomiales par morceaux et ensuite inté- 
orer ces dernières par des formules de quadrature. L'erreur se majore 
sans peine grâce aux théorèmes d'approximation du chap. 2. Signa- 
lons, par ailleurs, que le recours à l’intégration numérique pour 
calculer les éléments des matrices, les seconds membres des sytèmes, 
etc.. contribue à l’automatisation de la procédure de résolution ap- 
prochée du problème sur ordinateur. 

Considérons quelques formules de quadrature susceptibles d'être 
utilisées au calcul des intégrales. Signalons que les formes d'éléments 
finis les plus usuelles sont le segment, le triangle, le quadrilatère. 
C'est pourquoi nous envisagerons ces formules uniquement pour des 
segments, triangles et quadrilatères réguliers, car nous pouvons tou- 
jours nous ramener à ces figures par un changement de variables ap- 
proprié (cf. $ 8, chap. 2). 

I. L'intégrale 


ee | f (x) dx (10.1} 
Xj_1 


peut être calculée à l’aide des formules suivantes : 
16* 
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La formule des rectangles 
li & jf (x) (ri — Tin) = Li, (10.2) 


où x; est un point quelconque de [x; ;. x;l. L'erreur de la formule 
vérifie la majoration 


Ti—T}- 
Te Le > max 
x€E[x;_. x;] 


SL Ê (10.3) 


Si l'application de cette formule donne lieu à une erreur importante, 
on peut subdiviser l'intervalle d'intégration [x; 1, x;l en de plus 
petits intervalles par le réseau x; 1 = ri 0 Ti <<... Zi y = 
= z, et se servir de la formule (10.2) sur chacun de ces intervalles. 
L'expression de /; est alors 

S Xi, k D NM 

l;= » | f(x)dx = I; = À (tin Lin) (ain), 
h=1 co k— | i= {| 


où z,,, est un point arbitraire de [x;.,-,, z;.]. Ceci étant 


M 


[Zi 1; <>, Ern=srrilt max Pr 
k=! ü AELX;, pre Xi, k] 
< : [TIR —Zi.h1l | À df { 4 
LOOMAX ——— "2" (x; —ri) max |. (10.4) 


k=1, ... M ” 1E[X;_,, x;) 
Signalons que si dans (10.2) on prend pour 7; le milieu de l’inter- 


valle, c'est-à-dire x; = (x; + r;_1)/2, alors la formule (10.2) devient 
exacte si f (x) est un polynôme du premier degré, et, de plus, 


Ty +ri- 1 | d'j 
if 5 — ] CEE ÈS [T3 — Zzi-1|° eus | er |. 
À Ye X! 


La formule des trapèzes 
Le HEEL (f (21) + f Gr) : (10.5) 


son erreur Satisfait la majoration 


(10.6) 


riz; _ 
Mi max 
ù xE(x;_ 1, x;] 
Cette formule est exacte pour les polynômes du premier degré. 
Si, pour améliorer la précision, on partage l'intervalle ]x; 1, xil 
en intervalles plus fins, la formule des trapèzes devient 


dr? 


M 
Lie D RER (jai. x) + f (Gisn-))s (10.7) 


k=1 
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et son erreur est 


ii Ê (10.5) 


7 lzi—zil : ; 
Hi-Ti<S— max [rix—zin ff max | 


1SR<M xEx;_, xi] 


La formule de Simpson 
Ten HE (f (2) +4 (LE) + j(&)), (40.9) 


dont l'erreur est 
dtf 


dt | 


(10.10) 


T | zizi | 
IT, — 1 << —— max 
Li) 2880 XE[X 2 X4] 


Cette formule est exacte pour tous les polynômes du troisième 
degré. La formule de Simpson est souvent utilisée dans les calculs 
pour sa simplicité et sa précision relativement élevée. 

La formule de Gauss 


Te SA (ain), (10.11) 


k=1 


Tiji Zi + Ti 


les poids 4, et les nœuds y, étant de la forme suivante pour les pre- 
mières valeurs de n: 


n=1: Y\1=0, À; = 2; 
n = 2: —Y, = Vs: = 0,97173502692, À, = 4, = 1; 
n = 3: —Yÿ1 = Ys — 0,7745966692, y, = 0, 
A1 = A3 = 0,5555555556, A, = 0,8888888889 ; 
n=4: —Y1 = Yÿ, = 0,8611363116, —y, = y: = 0,3399810436, 
A1 = À, = 0,3478548451, A, = A3 = 0,6521451549. 


L'erreur de cette formule est 


2201 (nl (zizi \2n+i d'nf 
ÊF —T; Are ((@n) 1° 2 | xx. x,] dz?n |° (10.12) 


Cette formule est exacte dans le cas où la fonction à intégrer f (x) 
est un polynôme arbitraire de degré 2r — fi. 

Considérons maintenant quelques formules de quadrature pour 
le cas de deux variables. 
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II. Pour construire des formules de quadrature destinées au calcul 
des intégrales 


Ti = Î a : (ft y) dy, 
X 1 1 
on applique deux fois les quadratures pour le cas d’une variable. 


Appliquons une formule de quadrature au calcul de l’intégrale 
extérieure 


Fi : > VJ 
| dr | ndyre TS 4, | f(e, dy, 
Xi-1 V1 n=h Hi 


où zh E lri-1, mil, et utilisons ensuite la formule 


y M 
( (Zn Y) dy Æ D Bnf (Zn, Ym) 


y 
pour le calcul de PT y) dy. On obtient en définitive l’ex- 


U j-1 
pression suivante pour le calcul approché de /;,;: 
N M 
ET F3 Ti;= > > Camif (Zns Ym): (10.13) 
n=1 m—=1 


où Cr — A;b;,;: 
Si la première quadrature est exacte pour les monômes z2*, À — 
—= 0,1,...,P, — 1,et la seconde, pour les monômes y!, L — 0,1,... 
... Pa — 1, alors la formule (10.13) sera exacte pour tous les monô- 
mes de la forme zx"*y!, où À — 0, 1. st T0; 1; 2: 
P; — 1. L'erreur | J;; — Li | peut être aisément estimée à 
J’ aide des majorations respectives pour une seule variable. 
Indiquons deux formules de type (10.13) établies à l’aide de la 
formule des rectangles et de la formule de Simpson, l'intégration par 
rapport à x et à y étant effectuée avec la même quadrature : 


Lis 2) y vi) (EEE, HUE), (10.14) 
To EU À $(oi vs) + Gi VD + 
+ fu vd + fe V9 +4 [f(ain, MM; (a, HUE) + 
+ (HS, y.) +5 (ES, 1) ]- 
+167 (SÈE, WU). (10.15) 
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Comme plus haut, on peut établir des formules de quadrature 
pour le cas d’un plus grand nombre de variables, ainsi que pour le 
cas où l'intégrale 7; est de la forme 


X:; Pa(x) 
li = | dx | f(x, y) dy, 
Z4-1 Ex) 


c'est-à-dire lorsque le domaine d'intégration Q est borné par les 

droites æ = zx;,, x = zx; et les 

courbes y, = P1 (x), Ye = P2 (x). Fr (Tp, Yo! 
III. Pour calculer les intégrales 


1= || ft azdy, 
Q 


Fo UT, Yp) 


où ( est un polygone quelconque, 
on se sert des formules de quadra- 
ture établies spécialement pour 
ce domaine. 

Supposons, par exemple, queQ 7"%4#} 
est un triangle équilatéral, inscrit 
dans un cercle de rayon À et ayant Fig. 50 
un sommet P, = (zoo, Yo) sur l'axe 
Ox (fig. 50). Soit P» = (ïzm: Ym) le centre de gravité qui est placé 
en l’origine des coordonnées. Pour construire la formule de quadra- 
ture 


T = mes (Q) [Amf (Pn)+È Au (P)], (40.16) 


il suffit d'appliquer la méthode des coefficients indéterminés, métho- 
de qui nous permet de trouver les poids Am — 9/12, Ao = A1 = 
= À, = 1/12. La formule (10.16) devient alors 


Tel, +5 (10. 0+5(—7, ENS) + 


+1(-3, —$))} «ou 


et son erreur est 


|1I—1|<O(h5. (10.18) 
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Si l’on introduit encore trois points P; = (x;, y;), i = 3. 4, 5, 
milieux des côtés du triangle, on obtient une quadrature plus exacte: 


TV pe [5 5(0, O)+ 0 (10, +7 (—5, 3) + 
+5 (—+, —hVi))+S(i(à, —hv3) + 


+(-5 0)+1 (5, S))T œo19 


|I1—1|<O(). (10.20) 


La formule (10.19) est exacte pour les polynômes du troisième 
degré. 

On établit de façon analogue des formules plus exactes que les 
précédentes pour le cas d’un plus grand nombre de variables. 

Appliquons ces formules de quadrature à l'intégration du pro- 
blème 


dont l'erreur est 


—p(a) +g(r=f(z), P>0, 9>0. 
u (a) = u (b) = 0. 


Supposons que p (x), q (x), f (x) sont des fonctions différentiables 
par morceaux, présentant éventuellement des discontinuités de 


première espèce en {r.}, confondus avec une partie des nœuds du 
réseau {zx;}. 

Supposons que la solution approchée u, est construite par la 
méthode de Ritz avec des fonctions de base linéaires par morceaux 


{qi (x)}. Les coefficients a; du développement uy, = N, a;w; (x) 
i= 1 


(10.21) 


se déterminent à partir du système 
Aa = f, (10.22) 


où À — (Ai), a = (a, ..., ax), f = (fa + + +, fn). La réso- 
lution du système passe par le calcul des intégrales 


Au= | (pe + om) de, = fo (ds, 
Q;; Q; 
Q;;=]a, b[Nsupp y, Nsupp p;, Q,—=]a, b[ Nsupp v:;; 


la matrice À est tridiagonale, c’est-à-dire que seuls les éléments 
A ji-1 A; A ;.i+1 sont non nuls. 

On distinguera deux cas. Dans le premier, on admettra que les 
valeurs prises par les fonctions p (x), g (x) et f (x) en tout point zx 
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de tout intervalle ]xr;_1, zil (ou, à la rigueur, aux points nécessaires 
à l'intégration numérique) sont connues. Dans le second, que seules 
sont données les valeurs p (zx;), q (xi) et f (xi), à = 0, 1, 

(aux points de discontinuité sont données deux valeurs de ces fonc- 
tions). Pour procéder à l'intégration, on construira les interpolations 


Pr 9ret fr sur les nœuds appartenant à chaque intervalle ]r,, x, +1l 
et, ensuite, on les utilisera au calcul de À;; et f;. Appliquons le 
premier cas au calcul de À;; et le second à celui de f;. 

Si l’on admet que les valeurs de p (x) et q (x) sont données non 
seulement en z;, à — 0, 1, ..., V, mais aussi en zxijiye = 
= (x; + z;+1)/2, alors on peut, par exemple, se servir de la formule 
de Simpson (10.9). Si l’on suppose que les fonctions de base sont 
normées, c'est-à-dire que 


[ . CASE TET Zi |, 
(1 (x) =. Zis1 — Z 10.23 
Vh | hu ? TEJT, tin, (10.25) 
0, zé] Lim Lits [: 


où À = (b — a)/N, h; = x; — xs, max h; ch, on obtient 


Fit Xi+1 
Aj,im= | p(z) it dr + | q(z)@; (x) Pis (x) dr = 
X; x; 
Fig1 Xi+1 
ER 1 P (a) dr+ | q (x) Pi (x) Par (x) dx & 
X+ ) 


SE +7 aa (p{z:+0)+4p (SE) + p(zin—0) | + 
“ ELsi [ 4g (As x ]+ 0 ( a) 


Donc, 


Ai, 11 © A i+i — 


p(zi+0)+4p (Etam) + p(zis+1 —0) +hrs ( Zikriun | 
—_—_——_——_-/û— — El — |; 


Ghhisa 6h 2 
et, de plus, 


| Ai, 4 — 40, | <O (22). (10.24) 
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On trouve de façon analogue les expressions de À;; et Ai; 

Calculons maintenant f;. On a convenu d'utiliser à cet effet une 
interpolation quelconque f,. Supposons que f7 a été construite à 
l’aide de fonctions linéaires par morceaux, c’est-à-dire que 


fr (2) = fi) —<— = ——— + f (x) LS 


pour zxE€]zx;-,, z;i[. On sait du : 2, chap. 2, A If —fr rite, D 
<O(R?). Pour f;=t(f, p;), on peut prendre approximativement 
vi Ti+1 
en qo= | fo qi)dr+ | fr(o que) dz. 


X : 


i-1 x} 


Utilisons la formule de Simpson pour calculer les intégrales. Cette 
formule est exacte pour les polynômes du troisième degré, donc si 
l'on admet, pour simplifier, que f (x) ne présente pas de disconti- 
nuités sur Îx;_1, z:+1l, on obtient alors 


af: 
MACITICLE 
Xi=1l 
_ Zi—ri-1 à. PO) + f(rien Fe 
a (ris) 0+4 ; 7 f(x) = — |, 
Fist 
| fr(a) pi) dr = 
“1 
_ nr en [ f(x) Eu 4 ASE AUE : Dre ti Gi 0 |. 
Donc, 
fe D ÉD) + Gi) 
X {+1 
; hi+h;,s 
—P1<I—frlrs | q@dr<O() LTÉE. (10.25) 
X{-1 


En admettant que 4 # À, = (4), f&f,= (9, ..., ff)? 
et en resolvant le système 


À le = Je) (10.26) 


on trouve a, = (ae, ...,a%),)7 que l’on peut prendre pour ap- 
€ L 


proximation de a. Ensuite pour u, on prend l'approximation 


un(e) = 2 a@p; (x). 


1= 
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10.2. Stabilité. L'intérêt des méthodes des éléments finis est 
qu'elles conduisent à des systèmes d'équations dont la matrice est 
symétrique et définie positive si l'opérateur du problème l’est. C'est 
pourquoi si l’on comprend la stabilité au sens de la dépendance con- 
tinue de la solution approchée par rapport aux données initiales, 
alors celle-ci a lieu sans problème. En revanche, si la stabilité est 
comprise au sens de la définition 2 du n° 9.4 du chap. 1 et des défi- 
nitions similaires. alors l'indépendance linéaire uniforme ou la 
minimalité forte de la base {œ,} est souhaitable. On arrive parfois à 
réaliser l’une de ces propriétés pour les fonctions de base polyno- 
miales par morceaux au moyen d'une normalisation et en imposant 
certaines contraintes au réseau. Mais dans de nombreux problèmes 
considérés dans des domaines à frontières curvilignes, le problème 
de la stabilité est bien plus difficile à résoudre et implique la cons- 
truction de réseaux spéciaux au voisinage de la frontière, l'intro- 
duction d'éléments curvilignes, etc. Si l’on arrive à trouver une 
base vérifiant l’une des deux propriétés indiquées, alors la stabilité 
est de nouveau acquise. 

L'étude de la stabilité de l'algorithme peut être menée de pair 
avec l'établissement de la majoration de l'erreur introduite par 
l'intégration numérique. Considérons, par exemple, le problème 
(10.21) et son algorithme de résolution du n° 10.1. Tous calculs faits, 
on obtient 

N=1 
un = À af ç; (x). 
— 

Pour majorer l'erreur u;, — u(#) introduite par l'intégration 
numérique, on remarquera que les fonctions (10.23) satisfont la 
condition d'indépendance linéaire uniforme, c’est-à-dire que 

N-1 N=1 | N-1 
do 2 ci<| > CiPi Este, bn <di à Cr do di >0. 
= = îi= 


Donc, l'algorithme est stable au sens de la définition 2 du n° 9.4 
du chap. 1. Par ailleurs, le lemme de Gershgorin (cf. [23]) nous donne, 
en vertu de (10.24), 
N=-1 
À — 41h <max À | Ain — Al KO (h°), 
i  K=1 


et 


Nu Y = 
IF — fe Île = (3 dy)" < (5 O (hs) ( hihi }*)'"* 


2 VR 


/\ 


i=1 i=1 
N=—1 


<O (h°) (5 hi)" (max +) Bo (A2). 


i-! : 
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De ces majorations et de la définition de la stabilité, on déduit que 
[lux — uÿ” lLeta, à KO (A2). 


Donc, le calcul approché de À et de j a introduit une erreur supplé- 
mentaire du même ordre que celle de l’approximation de u (x) par 
un (x). Or, on a montré au $ 1 que |[|u — uy [|zece. v) L O (*), donc, 
on peut approcher u (r) par u‘®) sans trop perdre en précision. 

Signalons que la situation aurait changé si l’on avait appliqué 
la formule des rectangles sans trop amoindrir le réseau. En effet, 
supposons pour simplifier que g = 0; on a alors 


Vis1 
LU STE | p(x) dx, 
hi+1 à; 
1 + 
Ait = DES | (er) (Zi+s — Zi), 
hh, Eu 
Î d?p (x) 
À, 39 —ÀA@), [= (x,;; —zx,)$ max | <O (1). 
| i ir! i, sel ITEM ir! i) xELx Xi] dr | = ( ) 


La même situation se présente lors du calcul des autres éléments de 
la matrice. On obtient par suite 


A — A lk<O(D, Hu, Il <O (1. 


Par conséquent, on ne peut affirmer que la détermination de ut? 
nous conduit à une erreur au moins du mème ordre que 
lun — ü [froça. b L O (À). D'où la nécessité de calculer les éléments 
des matrices par des quadratures de précision assez élevée. 

10.3. Sur l’intégration des systèmes d'équations et les nombres 
de conditionnement. Un des mérites des méthodes des éléments finis 
est que les matrices des systèmes d'équations sont, comme dans les 
méthodes des différences, fortement creuses, du fait que les fonctions 
de base sont à support borné. Ici les « bonnes » propriétés de l’opéra- 
teur du problème se conservent automatiquement. Les systèmes 
d'équations dotés de telles matrices s’intègrent bien par les méthodes 
itératives. Dans bien des problèmes on aura intérêt à appliquer des 
méthodes directes, telle la méthode de factorisation (pour l'inté- 
gration de systèmes à matrice tridiagonale), la méthode d'encadre- 
ment (qui, combinée à des méthodes itératives, peut être appliquée 
avec succès aux systèmes obtenus dans le cas où la base comprend 
des fonctions singulières), etc. D’autres méthodes sont décrites dans 
les travaux [5, chap. 4; 9; 271]. 

Les méthodes des éléments finis nous conduisent souvent à des 
systèmes dont les matrices sont creuses, mais possèdent une structure 
assez « dispersée ». Aussi avant de faire choix d’un algorithme, on 
aura intérêt à transformer la matrice pour la rendre proche d'une 
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matrice bande. De nombreux exemples consacrés à ce sujet sont 
décrits dans le travail [37]. dans lequel sont également discutés les 
problèmes de minimisation de la mémoire pour le stockage des données 
lors de l'intégration de systèmes à matrices creuses, ainsi que les 
méthodes directes appliquées à de telles matrices. Avant d'opter 
pour une méthode de résolution et de commencer à résoudre le système 


Aa = f, (10.27) 
on aura intérêt à calculer le nombre de conditionnement k (4) — 


= ||] À || | A”! I. Le nombre À (4) permet souvent de se faire une 
idée sur la sensibilité de la solution a à de petites variations des 


données (c'est-à-dire de la matrice À et du vecteur f). Supposons qu'au 
lieu de (10.27) on obtient par suite d'une erreur le système perturbé : 


Aa, = f -- ôf. (10.28) 
On a A(a—a)=ôf, a —a — At6f, 
Lai —all< AT? 1 I 6f II. 
Comme ||f || < || À | la ]|, on obtient la majoration suivante pour 


l'erreur relative de la solution du système: 
ai —a || c! A1 111 6f | 


I À (Ill MF? 
bé ôf || 
Nai—al ,,5 1 : 
Nan SA) Tr (10.29) 


De là on déduit que plus le nombre de conditionnement est grand et 
plus la sensibilité de la solution aux perturbations des données risque 
d'être élevée. Il faut donc choisir la méthode de résolution du problè- 
me initial, subdiviser le domaine et construire les fonctions de base 


de telle sorte que le nombre de conditionnement (4) soit le plus 

petit possible. Signalons que les inégalités || A [=> max | À; (4) [, 
i 

1 A1 1 > (min | A (À) D7L où À (À) sont les valeurs propres de la 


matrice À, Snirainent 
max | (4) | 


(A) 1, (10.30) 
min | À: (4) | 


Si la matrice À est symétrique et si || À [| est une norme spectrale, 
alors le nombre spectral de conditionnement est défini par 


nas 4 (4) | 


k (À) = (10.31) 
ii | Àë (4) | 
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Les relations (10.30). (10.31) nous renseignent sur # (4). La réalisation 
des algorithmes aux éléments finis comporte souvent une procédure 


de majoration de # (4). Dans bien des cas l'estimation de # (4) ne 
présente pas de difficultés, car on peut obtenir une bonne majoration 


de max | À; (A) |, vu que la matrice A est creuse, et une minoration 
i A A 
immédiate de min | À; (A) |, vu que la matrice A est définie positive 
â 


(si bien sûr tel est le cas). 
Par exemple, dans l'algorithme de résolution du problème (10.21) 
on a (cf. aussi exemple 2. $ 6) 


; & { \ a 
minA;(4)>c, (Po + Go) , MaxÀ, (A)< C2 + + caq is 


OÙO € po KP (x) < pr 0 K Go KL 4 (x) KL re Pos Pie Go T1 Sont des 


constantes. Donc. kÆ (4) < c'h*. 

On a montré pour les équations elliptiques générales d'ordre 2m 
que si le réseau et les fonctions de base satisfont les conditions de 
stabilité et d'approximation, alors le nombre de conditionnement 
est justiciable de la majoration 


k (4) <c'hiin, (10.32) 
OÙ min est le plus petit côté des triangles (resp. des polygones). 


Cette majoration dépend faiblement du degré des fonctions poly- 
nomiales par morceaux, quant à la constante c, elle croît lorsque 


l'angle 8, décroit. L'étude du nombre de conditionnement Æ (4) pour 
des équations elliptiques occupe une bonne place dans le travail 
[34}, qui traite. en particulier, de questions liées à la majoration des 
nombres de conditionnement. 

10.4. Sur les constantes dans les majorations des erreurs. En 
résolvant des problèmes on peut se retrouver dans la situation sui- 
vante: Îles pas du réseau sont petits et les majorations de type 
I u — u} [lw! < chlaissent percer un résultat assez précis, or c'est 
le contraire qui se produit. L'une des causes peut être la valeur de la 
constante c du second membre ; la constante c dépend de la solution 
ou des données initiales du problème et risque d'être tellement grande 
que la majoration établie n'assurera pas la précision requise pour les 
hk donnés. C'est pourquoi les majorations de cette nature se traitent 
comme des majorations asymptotiques, c'est-à-dire pour À — (0. 

Les autres causes de perte de précision sont liées aux éventuelles 
erreurs d'intégration numérique et à toute sorte d'arrondis lors de 
la résolution du système d'équations algébriques. C'est pourquoi la 
majoration de l'erreur de la solution approchée implique une étude 
de la stabilité de l'algorithme, une estimation du nombre de con- 
ditionnement, etc., ainsi qu une étude des constantes respectives. 
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Jlustrons ce qui vient d’être dit sur le problème 
» d? 3 
er +qu=f(s, 2€ 0, <|[, 


“O=R (+)=0. 


(10.33) 


où f (x) € L: (0, x/2), q > 0 une constante, & > 0 un petit nombre. 
On résoudra ce problème par la méthode de Ritz, en prenant pour 
fonctions de base des fonctions ; (x) linéaires par morceaux normées 
construites sur un réseau non uniforme 0 = 2, Lt <<... Zn = 
— x/2, de la forme 
— TEJz;. ti, , 
1 
(IT) —° is1 — 

Pi ) Vh ne zE]zx;, Lx L 

0, TÉ] Lis Lie [ 


oùi—1,...,NV,hkh=—2N,h; = x; — x;_1. Cherchons la solution 
approchée sous la forme 


N 
Un — 2 a;@p; (x); (10.34) 
les coefficients a; se déduisent à partir du système 
Aa = f, (10.35) 
où À = (Ai), f = Gas ee fx), a = (an... ax), 
T° d d 
Ai =; F;l= | (e < + apiPs) dx, 
0 
x/2 
li =, P;) = | fp; dx, l, j— 1, si 3 N. 
0 


Utilisons la formule (10.34) pour construire la solution approchée 
un (x), qui est telle que 


142 


[u—u,]={u—u,, u—u;]"*<inf[u — 
a; 


a;p;|. 
Pi] 


1 


On sait du $ 2, chap. 2, que le second membre est majoré par 
Chiax || d'u/dz* ||... Une étude plus détaillée (cf. [36]) nous conduit 
aux inégalités 


N 
[u—u,;]<inf [u— > api |< 
É i=1 


| (ire e? “ hs q) Pr. 


d'u 
dx n° 1 À 
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où (ici et dans la suite) kn,, = max h,, k;n — min h;. Mais cette 


J i 

expression contient la norme de la dérivée seconde de la solution, 
norme qu'il est souhaitable de majorer avec les données initiales du 
problème. Cherchons à cet effet la solution uw (x) sous la forme expli- 
cite. Les fonctions et valeurs propres du problème 

d°O dO; / x 

QD AD, D,(0)= TE + ] =0 
étant de la forme ®; (x) — 2174" sin (2i — 1)x,À; = (2i — 1)° e° + 
+ q, (®;. ®;) = 6;;, en se servant de la méthode] de Fourier et 
des fonctions ®, pour fonctions de base, on obtient 


_— ge? 


O0 


(=D Lo, fi=(, Di). 
i=1 
Mais alors 


(ue =(f, u) If Ie SI SIA, Ce] I SIA, 


d'u a (21): 
=) À Di 


dx 


i= 1 


=> AE > fi. 


dz° 


pu] (ho + hnest) #2, (10.36) 


n°? niet 


<< Ill 


Donc, 


De là on peut déduire que même si le système (10.35) est résolu 
exactement, en choisissant les pas du réseau sans tenir compte de la 
petitesse du paramètre €, on peut avoir [u — u,l — O (1) pour 
Rnax © €, bien que À, (de même que e) soit petit. 

Voyons maintenant comment les erreurs d'intégration numérique 
se répercutent sur la solution approchée du problème (10.33). On 
conviendra d'établir les majorations de cette solution uniquement 
pour la norme énergétique. Supposons tout d’abord que l'intégration 
numérique ait donné lieu à des erreurs dans le calcul du vecteur f 
et qu'au lieu de (10.35) on obtient le système perturbé 


Aa = f + 6f, (10.37) 


où Ôf est le vecteur des perturbations du second membre, a , le 
vecteur des valeurs approchées des coefficients a. 
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N 
Evaluons Îl’écart entre les fonctions u, = 2, a;@;,, ur” = 
His 


N 

= ) a!'’,, solutions respectives des systèmes (10.35) et (10.37). 
{=1 

Comme 


À (at) = a) — Ôf, 
alors 


(4 (a — a), at — a), = [ui —u]2 = (6f, at — a), < || 6f [| la — a |, 


N 
où || ô/ || = |] ôf Îl2 — (> (6p)t) ‘/2. On a montré au chap. 2 que 


m1 


N 
h 2 
to (ja 1P<| 2 a, j <a lp. 
4 
Donc, 
6h \1/2, à, 
Qu ue (A) ru — ur Île & 


Rmin 
SIN (EE 1 
min Air 


[ur —u;] 
et la majoration cherchée est de la forme 


6h 11/2 1 
Wu] I(-E—) re (0.38) 
À partir de là on peut conclure que les conditions suffisantes pour 
que la solution approchée cherchée u{} soit telle que [u — ut})] — 
© (Rnax) Sont : le plus petit pas du réseau doit être voisin de h, 
autrement dit, le réseau doit dans une certaine mesure être quasi 
uniforme ; la norme du vecteur ôf doit être d'ordre Anax; si g = 0, 
les conditions imposées à la précision du calcul des éléments du 
second membre sont renforcées et ces éléments deviennent fortement 
tributaires de la petitesse de &. 


Supposons maintenant que le calcul des éléments de la matrice A 


soit affecté d'erreurs et qu’au lieu de (10.35) on obtient le système 
perturbé 


(À + 64) a)= f, (10.39) 


où 64 est la matrice des perturbations. Remarquons, tout d’abord, 
que la norme de cette matrice doit être assez petite pour garantir 
l'unicité de la solution de (10.39). Trouvons la condition pour 


17—-01526 
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laquelle ceci aura lieu. Comme 


(4a, >> api > 8 IlalP, 


= min A, (À) >(g+e) mn, 
IL À 114 L 
si 


NSÂIS(g+e) 26, BEIO, 1, (10.40) 
on aura 


11 47164 1111 À" [111 8À II SR < 1. 


Ceci exprime que la matrice À + 6A n'est pas dégénérée, donc que 
(10.39) admet une solution unique. 
Etablissons une majoration à priori de a(?): 


at = (1+ A"16À)"1 A"1f, 


La 111 (+ À46À)"4 11 À"1 1 OU 
1— 11 471 || 11 64 || 


donc 
4—1 
N N 
Majorons l'écart des fonctions u,= D ap, uf” = À afp. 
{mi i= 


Or À (a— at?) — 6 Aa? ; par suite 
(À (a--at2)), a —at2)), — Fes re a— al), < 
1/2 
—)" " —u || 
a 6h \1/2 
<SA ee (Re) ue lun — ui 


D'où, compte tenu de (10.41), il vient 


” IL À 11 1 A2 IN AL 1 6h \1/2 
BIS TE Gene (mn) 
Bllfll 6h \1/2 1 
SR 18 hkmia | (g+es)13 * (10.42) 
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De (10.42), on peut, en plus des conclusions déduites plus haut lors 
du calcul des éléments de f, tirer encore les suivantes: 

Si l’on ne considère que la condition (10.40), alors le système 
(10.39) avec “> e? admet une solution pour une précision de calcul 


des éléments de À moins stricte. Néanmoins l'usage de formules de 
quadrature d’une précision médiocre est inadmissible. En effet, si 


x 
l'on applique la formule { Î dr = f (xs) (ts — zi-1) + O (hf), on 


Xi-1 
obtient une erreur de l’ordre de e*h°/(hîh) dans le calcul des éléments 
de la matrice À. Donc, la condition (10.40) ne sera pas remplie dans 
ce cas. 
Si, par ailleurs, on se tourne vers la majoration (10.42), on peut 
conclure qu’en réalité les restrictions imposées à la précision du cal- 


cul de À doivent être bien plus strictes, la constante B, être choisie 
assez petite pour que les calculs soient précis et cette petitesse dé- 
pendra de e. Supposons que g = 0 et que f est de la forme f = y®,;, 


où y est une constante, ®,, le vecteur propre de la matrice À associé à 
la première valeur propre À1,n, || D1 || = 1. Supposons, par ailleurs, 


que la perturbation 6À est de la forme 6À — —BÀ, B € JO, 1[. 
Dans ce cas, 


AT1}f 


a) = (1+ 4-164)-1 À-1f — en 


À (a — at2)) = 6 Aat2 — — BAat2 — À 
(Ata— a), a— a), = [usure —- À (, aa). 
Mais 


YO: (2) YD: 
a = , D — , 
M, h M, h (1 —P) 


Comme À,,,—=e2(1+0(h2)), il vient 


2 
Ge eee 


u, —u®%|— Blvl = p lvl : 10.4 

CRT pars Tape (10.3) 
Donc, pour que l'erreur de calcul de u, soit inférieure à une quantité 
donnée À 1, il faut choisir B Æ Ace. Ceci impose des contraintes 
supplémentaires à la précision du calcul des éléments de la matrice À 
(cf. (10.40)). 

À noter que si les majorations avaient été établies non pas pour 

la norme énergétique, mais pour la métrique de l'espace W!, alors, 
17e 
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en vertu des inégalités, 


me Sie Z gripr Ci—1ut> 
i=i 


i=i 
= ; 
>n er >, Qi—1}ui=el|u Ils 
mi 
lu [lg S(1/e) [u], 


les conditions portant sur le choix des pas du réseau, la précision 


& 
du calcul des éléments de la matrice À et des coordonnées du vecteur f 
auraient été plus fortes et les constantes des erreurs respectives, 
multipliées par 1/e. 

Ainsi donc le problème simple examiné plus haut souligne toute 
l'importance qu'il y a de connaître les constantes intervenant dans 
les erreurs des solutions approchées. En général, ces constantes 
dépendent de la différentiabilité de la solution exacte, des dimen- 
sions du domaine, de la grandeur des normes des données initiales, 
du degré de non-uniformité des réseaux, de la forme des fonctions de 
base, des erreurs d'intégration numérique, utilisée pour les calculs 
auxiliaires, des erreurs d’arrondi lors de la résolution des systèmes 
d’équations algébriques. Si l’on arrive à expliciter ces constantes ou 
à les majorer, il faut, grâce aux informations recueillies à priori et 
à postériori, modifier les éléments de l'algorithme (réseau. fonctions 
de base, formules de quadrature, méthode de résolution des systèmes 
d'équations, etc.) dans le but de réduire ces constantes et de calculer 
les solutions approchées à la précision demandée. 


CHAPITRE 4 


MÉTHODES DES IDENTITÉS INTÉGRALES 


Dans ce chapitre, on se propose d'étudier la méthode des identités 
intégrales (dite encore méthode d'interpolation intégrale, méthode 
de la balance) qui est d’un usage courant. Traditionnellement, c’est 
une méthode des différences, mais les formes projectives des identités 
intégrales qui seront établies plus bas permettent de la traiter 
comme une modification de la méthode de projection. Les formes 
projectives seront appliquées à la résolution de problèmes aux limi- 
tes. Les problèmes relatifs à la stabilité, l’'approximation et Ia 
convergence seront traités aussi bien par les méthodes de la théorie 
des schémas aux différences que par celles des algorithmes de pro- 
jection. 


$ 1. Notion de forme projective de la méthode des identités 
intégrales 


Considérons l'équation 
d d 
12 —— P(s) ++ (æ)u=f(a), zE(a, b), (1.1) 
avec des conditions aux limites. Une modification de la méthode des 
identités intégrales consiste à introduire le réseau 
a = Lo Type L'Tyeoe L'TN-1Je L'TIN = b (1.2) 
et à intégrer (1.1) sur l'intervalle }z;_;,,, zi+1/,1. Ceci nous conduit 
finalement aux identités intégrales 
X{+1/2 
—(Wine—Wiun)+ | Qu(a-f(2)d2=0, (13) 
Xi—1/2 
s d 
où Wisua= Was), W(2)=p(z) (2). 


Les approximations des dérivées, intégrales et conditions aux 
limites nous conduisent aux schémas aux différences respectifs. 
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Reformulons cet algorithme de la manière suivante. Introduisons 
le système {, (x)} de fonctions en escalier 


1 pour tzE]Zy;-1p2s Titi/2ls 
O pour zé]zi-se Tisapol. 


Ÿ (x) — 

Alors les identités (1.3) ne sont autre chose que la projection de 

l'équation (1.1) sur le système {w,} dans l’espace ZL, (a, b), c'est-à- 
dire qu'on peut représenter (1.3) par le système d’identités 


— (pr, d)+u, b)=(f, vb). (1.4) 


À ce niveau, la méthode des identités intégrales est confondue avec 
celle des éléments finis, quant aux identités (1.4), elles sont la forme 
projective des identités (1.3). 

Si donc est donné un système de fonctions de base {W, (x)}, alors 
les identités intégrales peuvent être acquises par projection des 
équations du problème sur {1ÿ; (z)}. 

À l'étape suivante de la construction de la solution numérique 
du problème, on peut approcher les identités intégrales de deux ma- 
nières : a) soit en calculant approximativement les intégrales par des 
quadratures ou autres ; b) soit en cherchant la solution approchée u, 
sous forme d’une combinaison éventuellement d'autres fonctions de 
base {œ, (x)}. C’est précisément sous cette optique que l'on étudiera 
la méthode des identités intégrales dans ce chapitre. Ceci nous 
permettra dans de nombreux cas de la traiter comme une modification 
de l’algorithme de projection et de faire appel à la théorie des mé- 
thodes de projection pour justifier le processus de résolution du 
problème. 


$ 2. Forme projective des identités intégrales 
pour une équation différentielle du second ordre 


Considérons la forme projective des identités intégrales intro- 
duites au [26] et couramment utilisées pour l'intégration de l’équa- 
tion de diffusien : 


d du 
—- P(z)-+a(z)u=f(z), zEla, b!, (2.1) 
avec les conditions aux limites 


u (a) = u (b) = 0. (2.2) 


On admet que p (x), g(x) € L (a, b), f (x) € La (a, b), p (x) > 0, 
g (z) > 0. 
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La méthode des identités intégrales consiste à établir, à partir 
de (2.1), (2.2), les identités 


Cd x 


(u (zx) — u (zn+:)) Î Æ-)" + (u (zx) —u (z11)) ( | < _ |" Fr 
Th+1/2 ’ Xh+1 ne ya à x dE 
+ À Qqu—f) dz= — | | 5) | DEN | (qu — ÿ) dE + 
*h-1/2 *k TR Xh41/2 
Ÿk Th x 
+(| HE) TS Ço-næ 3 
Xh=1 Xhk—1 Xh-1/2 


k=1, ...,N—1, 
OÙ A = Lo € Tia Ti L Tya Lee L'IN-ys LIN A LIN-VI 
< zn = best une collection de points. En approximant maintenant 
les intégrales de (2.3), on obtient le schéma aux différences corres- 
pondant. 

Dans l'immédiat, notre objectif est de montrer que (2.3) peut 
être mise sous une forme qu’on appellera forme projective des identités 
intégrales et qui ressemble aux égalités de la méthode de Boubnov- 
Galerkin. Mais en comparaison de ces dernières, la forme projective 
des identités permet d'approcher les solutions exactes par des fonc- 
tions de base discontinues et de prouver la convergence des solutions 
approchées sous des hypothèses assez générales de régularité des 
données initiales. 

Effectuons quelques transformations simples dans (2.3). Soient 


x : Xh+1 | 
Ÿ=qu—f, p(a)= | | | —) 


5 : P (x) 
Alors | : 
Xh+41 Le Lunel Fe x 
ha=-(] 6) | 5 | voa- 
… Xh Xh+1/2 
=-(| 70) “+ æ | (|) dr Î 1 (E) dé = 
Th . Th Xh+1/2 
Xh+1 +1 x 
=- | voa+( (+ 76) “1 pads [= 
Xh+1/2 Xh Xh XR 
Xh+1 Xh+1l 


=— | pOd+ | ox) bo) ar. 


Xh+1/2 Xh 
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De façon analogue, 


x 


kR ni x 
Bnu=( | +)" J + | vO&- 


XR_1 1 Xn-1/2 
Th-1/2 7h 
= | vaodst | hrs 
XRk=1 Xh_1 
où 
È dz’ É d 1 
Pr @)= | p(z) P(G) | 
di Xh1 
Les identités (2.3) deviennent 
Xh+1 ïe i Th 
Ge (ax) —u (ane)) ( | E) + num) (| 5) + 
TR XR_1 
TR L XR+1 
+ | Up) +) d2+ | (pa (x)) + (2) 42 = 0. 
Xh—1 XR 
Soient 
TR TR … 
|: [76 (| 76) > Et at 
Xp 
Qn (x) = ks1 : (2.4) 
E {+ PE ( j 4) , 2 Em nl 
TR 
0, zÉ]zn-1s ee k=1,2,..., N—1; 


les identités (2.3) s’écrivent alors 


The Th L 
(u (zx) — u (zr+:)) | =.) d + (u (zx) —u (zr_s)) ( | 2.) : + 
"h Zh1 


+ (qu, Q») = (; Qu)» k=—1, 1 N—1, (2.5) 


b 
où (p, v)= | phaz, Ilpll=(p, 2. 
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En remarquant que 


du dOk 
“éz * dr }= 
Th+1 - 
= (ue (ax) —u (ant) ( |) +) -u (| E) 
2h Zh_1 


on peut mettre (2.3) sous la forme 


(pe, Lu, Qu, Qu) k=1, ..., N—4. (2.6) 


Considérons maintenant une interpolation u, (x) de la solution 
u (x), telle que ur (x) = u (x), i = 0,..., N, en admettant que la 
dérivée du/dx a un sens. Alors, en vertu de la relation 


du a) = | dur x), 


‘dx ? dx dr ? dx 


l'expression (2.6) est équivalente à 
d d pe 
(pt, SR) +qqu, QU=( Qu, k=1, ..., N—1. (2.7 


Donc, les identités (2.3) sont équivalentes à à chacune des relations 
(2.5), (2. 6) et (2.7). La relation (2.6) n’est autre que l’égalité classique 
utilisée dans la méthode de Boubnov-Galerkin pour construire la 
solution approchée à l’aide des fonctions de base {Q, (xz)}. Les 
relations (2.5) permettent d'utiliser pour fonctions de base {p; (x)} 
des fonctions discontinues. En effet, si l’on suppose, par exemple, 
que {y; (xz)} sont des fonctions continues par morceaux présentant 
éventuellement des discontinuités de première espèce en des points 
non confondus avec les nœuds du réseau x,, k — 1, ..., MN — 1, 
alors chacune de ces fonctions prene une valeur finie en 2x, donc 


leur combinaison linéaire u, = >) ax (x), où a sont des cons- 
k=0 


tantes arbitraires, prend aussi une valeur finie en zx;, c’est-à-dire 
“ 
un (xy) = 2 .0xPx (zj) oo, j=1,..., N—1. 


Ainsi, les fonctions {w, (x)} conviennent pour la construction d’une 
solution approchée à l’aide des relations (2.5), bien que {y; (x)} 
soit un système de fonctions discontinues. 

Enfin, l’utilisation des identités sous la forme (2.7) permet — 
on le verra plus bas — d'étudier assez facilement les problèmes de 
convergence et, en particulier, de majorer la vitesse de convergence 
pour une métrique uniforme. 
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Donc, la méthode des identités intégrales peut être traitée comme 
une méthode de projection, et les relations (2.5), (2.6) et (2.7), être 
utilisées au même titre que (2.3) à la construction de solutions ap- 
prochées du problème (2.1), (2.2) pour un choix assez vaste de fonc- 
tions de base. Ces problèmes feront l’objet du paragraphe suivant. 

EXEMPLE 1. Supposons que dans (2.1), (2.2) le coefficient gq (x) 
est identiquement nul, 0O< po, L p (x) << P1, Po et P1 sont des 
constantes. Construisons le schéma aux différences dont la solution 
est confondue avec la solution exacte du problème aux nœuds du 
réseau (c’est-à-dire un schéma possédant un ordre d’approximation 
infini). 

Si l’on projette l'équation principale sur les fonctions Q, (x) 
définies par (2.4), on obtient le système d'identités 


*h+1 
ue (x) —u (ue) ( | EE) + 
TR 
TR 
+ Qu (a) —u (a) ( À 2) = 
XR1 


k=1,..., N—1, 
b 


OÙ fr = (f (x) Q, (x) dr, u(xzo) = u (zn) = 0. Donc, la solution 


a 
a = (a, ..., an_1)7 du système 


Xh+1 Xh 
(ar — ans) | À ) + (uen) ( | 2) = (2.8) 
XR Xh_1 


= an =0, 


sera confondue avec le vecteur u = (u (x1), . .., u (zw_1))T si le 

système d’équations (2.8) admet une solution unique. Pour démon- 

trer que (2.8) admet une solution unique, introduisons la fonction 
N=1 


Un = à axQr (x) et mettons (2.8) sous la forme 


(PSE, Le )=(, Q). (2.9) 


En multipliant (2.9) par a, et en sommant sur k = 1,..., N — 1, 
on obtient 


(pe, LE) = (f, vn). 
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De là, en se servant de l’inégalité de Friedrichs et de la relation 
(1.6) du chap. 3, on déduit les inégalités 


d 2 b— d 
| | <lfterei 1] E | 
dun b—a 
Se 11 (2.10) 


max [uv (rI&cellfl, aSr<b, 
+ 


max |a;,| <c||f||, i=0, 1, ….. N. 
î 


Il est immédiat de remarquer, par ailleurs, que la matrice du système 
(2.8) est symétrique et définie positive (ceci se démontre aisément 
à l'aide de la forme d'écriture (2.9)). Donc, le système (2.8) admet 
une solution unique pour tout f € L, (a, b). 


$ 3. Intégration approchée des problèmes aux limites 
par la méthode des identités intégrales sous la forme projective 


3.1. Equation de diffusion. Appliquons les identités (2.5), (2.6) 
et (2.7) à l'intégration approchée du problème (2.1), (2.2) en utilisant 
deux bases : une, composée de fonclions en escalier qui nous fournis- 
sent un exemple de fonctions de base discontinues sur Ja, bl ; l’autre, 
de fonctions {Q; (x)} continues sur Ja, bl. 

Supposons que À; — titre — Ti1Je, R = max hy, et désignons 


par qu (x) la fonction caractéristique de l'intervalle Jr; 172, Zitayel, 

par @o (x), celle de l'intervalle Its, z1/al et par px (x), celle de 

l'intervalle ]zx_17, Tnl. Prenons {p,} pour fonctions de base et 
N 


cherchons une solution approchée sous la forme u* (x) = D aq, (x), 
1=0 
N-1 


où ao = an = 0, par convention. Alors u" (x) = ÿ) a; (x), où 


{a} se déterminent à partir des relations (déduites à partir de (2.5)) 


Xhel 
(u* (23) —u (zxm)) ( | 


XR 


RCE 


ut (a) (| TE) + ur, Qn=(f, Qu, 


P (x) 
Xh1 


k=1,..., N—1A. (3.1) 
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Matriciellement, le système (3.1) s'écrit 


Àe = j, 
où a = (ay, Anal, f = (fn - fn 1)? À — (A), 
*4+1 
fi=( Q= | f@ Qi (az, 
X{_1 


zx 


+1 
A3 = (P3 (ts) — Ps (zi+1)) ( | +) 


#4 
#4 Xt+1 
+ (rte) —ps (mr) ( | EE) + | pt) Qatar, 
) Ti_1 


ï, j=1, ..., N—1. 


En calculant À ,; et f; et en résolvant le système, on trouve les coef- 

ficients az, . -., 4x1, à l’aide desquels on construit la complétion 

constante par morceaux de la solution approchée u (x) = 
N-1 

= à Gps (x), do = ax = (0. 

Voyons maintenant sous quelles conditions le système (3.1) 
admet une solution et majorons la vitesse de convergence de u" vers 
u (x) pour À —+ 0. Etablissons d’abord une majoration à priori pour 
la solution du système (3.1). Introduisons, à cet effet, l’interpolation 
suivante de la solution approchée: 

N-1 


u} (x) = 2). aQi(z), ui(z;)=ut(z,), i=1,..., N—1. 
Mettons (3.1) sous la forme équivalente: 
du à 
(pe, )+ Qu, Qu)=(f, Qu), k=1, ..., N—1. 


En multipliant la dernière équation par a; et en sommant sur k# = 
= 1,..., N — 1, on obtient 


+(qu*, ur) =(f, ui), 


du? 
(P dx ? —) 


ou, ce qui est équivalent, 


du" du” 
(P——, = ) + (qu*, uh) = (f, ur) — (qu}, uj —u*). 
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De là on déduit que 


du d 
(A, LE) + qu, ul at lI+ 


+Qqu*, u*)A (q(ui—ut), ui—ur)"2, 


du! du ,1/° 
Rk I 1 
Comme ||ur Ie (Pr ar ] et que [ab| <ea?+ b?/(4e), 
£g>0,0ona 
du” du! 
Cp, EL) + qui, uv) cf IE + lu} 11). 
Puisque 
Fi+u/s X{+1/2 x / : 
| (u]—u*)? dx — | (| + (u} ut) az) dr = 
Xj_1/a <ilifa 
X1+1/3 : du! 2 L 1/2 
= | d:(j dr) <0@) | Pt 2) | l'as z, 
X{-1/3 X4 Xj_1/2 
du du} 
lui—u PO (re, -), 


on obtient la majoration à priori 


h 
duh du 


2 
P——— FT z >) + qu", uh)< ILES (3.2) 


O (h?) ? 
d’où il résulte que, pour les À assez petits, le système (3.1) admet une 
seule solution. 

Estimons l'erreur de la solution approchée. Pour u" (x) et uï (x) 
on a 


u" 
(pi, 40) + (qu, Q)=(f, Qu) 


Supposons que dans (2.7) 
N-1 


ur (9= 2 u(z) Qi (- 
Alors 


(pe ru), LE) +(au—ur), Q)=0. 
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(put), + (ur—u)) + (q(u—u?), u—ut) = 


=(q(u—u"), —(u;—ui)+(u—ut))< 
<c(q(u—u*), u—u*)W2|| (ur —ui) —(u—u*) ||, 
d d 1 
(p (ur—ui), —— (Ur —ui ) + (a (u— ut), u—ut)< 
<c(llui—u*|P+lu—urlr), c>0. 
On sait que 
du” dun O (R? 
[ut — ur |P<O (R2) (p——, SR es - 

D'autre part, il est immédiat de prouver me 


du 


lu—u,[P<O(R) (pe, 


)<O (F2). 
On obtient donc les majorations 


[(P ru, + (ur —u})) “e 


1/2 O (R 
+ (tueur), vu | <= 0 7 (8.3) 
max{u(z;)—u"(z;)| + (q(u—ut), uvre TT. | 


En remarquant que dans les raisonnements ci-dessus il suffit que 
p(z),qg(x) € L, (a, b), f (x) € L, (a, b), on est conduit au théorème 
suivant. 

THÉORÈME 1. Sip(x), q(x)E Le (a, b) et f(x) € L, (a, b), alors 
le système (3.1) admet une solution unique pour les h assez petits, la 
solution approchée u" converge vers la solution exacte du problème 
(2.1), (2.2) pour h — 0 et l'on a les majorations (3.3). 

EXEMPLE 1. Supposons que pet g sont constantes dans le problème 
(2. 1), (2.2). Supposons, par ailleurs, que zx; = ih, Tia = 

= (cs +22, h = (b — a)/N. Comme qu (x) = 0 pour i# j, 


il est immédiat de déterminer la forme de la matrice À du système 


(3.1): 
6/8 1/8 
| 4 : 118 
A=+ 
% = 1 . 1/8 
— 4 1/8 6/8 


Donc, la matrice À est symétrique et à diagonale prédominante. 
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Si l’on n’assujettit pas le réseau à être uniforme, alors À s'écrit 


—A/h, 


NS 
| 
© 


+ 
— LRhy 


Dig Diz 
ba 
++ : > 
bn-2.N- 
On-i.n-2 Ùn-1.N- 
où k; = TD —Ly i = 1, …. N, bis = à (R; T Ri41)/4, dix —— 
— h,/4. La matrice À est également symétrique et à diagonale pré- 
dominante, ce qui garantit, par exemple, que la méthode de factorisa- 


tion est stable pour tout système d'équations de matrice À. 

Construisons maintenant les solutions approchées à l'aide des 
identités (2.6) et de la base {Q;}. Remarquons tout d’abord que le 
changement de variables 


' d 
| (3.4) 
ramène le problème (2.1), (2.2) à la forme 


er +P(WaWu=fl(u), vel, TI T= | À 


u (0) = u (T) = 0. 


Donc, si f(x) € L, (a, b), on a u (y) € W3.,(0, T) = W,(0, TN 
N W2 (0, T). Cherchons une solution approchée sous la forme 


N-1 


h (x) — 
(= Z aQ(x), 
où les inconnues a, se déterminent de façon unique à partir du système 


(pa, 4h) qu, Q=(f Qu, =, NA, 


autrement dit, construisons une solution approchée par la méthode 
classique de Boubnov-Galerkin en prenant {Q:; (x)} pour fonctions 
de base. Etant donné que le changement (3.4) transforme Q, (x) en 
d'ordinaires fonctions de base linéaires par morceaux, en appliquant 
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les résultats de la théorie d’approximation du $ 2, chap. 2, on con- 
clut immédiatement que si les conditions du théorème 1 sont rem- 
plies, alors la solution approchée converge vers la solution exacte 
pour À — max |z; — x; 1 | —+ 0 et l'on a les majorations 

1 


uw | SO(R2 1), 1=0, 1. (3.5) 
2 
Mais la solution exacte vérifie la relation (2.7), où u,;— 


. Î 
= Ÿ u(x:)Q1(). Donc 
(pe ru"), Qu —ut))+(g(u—ut), u5—ut) =0, 


(put), (ur —ut)) + (q(u—u"), u—ut) = 

= (q(u— ut), u—u)<(q(u ut), u— ut) (g(u—u), u —u,)"e. 

Et, par suite, 

(put), Eu ut)) +(q(u ut), u ut) < 
<cllu-u|P<O(R) (3.6) 


et l'on a les majorations 


[(pu—ur), u—ut))+(q(u—ut), ut) |12<O (He), 


(3.7) 
max [u (x) —u" (z)] SO (h°). 
i 
D'autre part, si fEL., on obtient 
d 
ax u(z)—u oO (h1/2) || p/2— (u—u == 
Te Mur (I O (| pr un] 
d d?u 1/2 
_ 1/2 || 3/2 
o(» ] dy LE un). up) SO al | dy* ‘ày) < 
2 
cou ue o0 2 
De là et de (3.7), on déduit la majoration 
fu —u" |Icta,  <O (#2). (3.9) 


Ce qui précède entraîne le 


THÉORÈME 2. Si les conditions du théorème 1 sont remplies, alors 
N=1 


u" (x) = à a;Q; (x) 
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converge vers la solution exacte pour h — 0 et l'on a les majorations 
(3.7). Si, de plus, f (x) € L, (a, b), alors on a la majoration (3.9). 
3.2. Equation dégénérée. Considérons l'équation dégénérée 


À p(z) +q(zu=f(x), zE]0, 1, (3.10) 


où a > 0, p(r)E Le (0, 1), g(r) E Lo (0, 1), f (x) E Le (0, 1), 
0 < po < P (x) L P1, Po et P1 sont des constantes, q (x) > 0. Cons- 
truisons les solutions approchées en prenant pour fonctions de base 
{p:} des fonctions caractéristiques et & € J0, 1[ (faible dégénérescen- 
ce). Les conditions aux limites sont 


u (0) = u (1) = 

Introduisons les fonctions 
BESE )", zElzxs 
Ep) Ve E*p() RÉ 


Th+1 
dE F_dŒ& \-1 
j © | } BE) * “Er il 
0, CAL TET Th+1l k=1, ... N—1, 


et, par des transformations classiques, établissons les identités 


Xh41 
(u (23) —u (zx#)) | | el + 
XR 
TR L 
+ (u (2x) —u (zx-1)) | | ee) qu, Q)=(f, Q:), (8.11) 
(= P FR 20 2) + (qu, Qx)=(f; Q:), (3.12) 
(z2p SL 3 so + (qu, Qx) =(?, Qx)» (3.13) 


où ur (x) est une interpolation quelconque de la fonction w (x) telle 
que du r/dx ait un sens et ur (z;) = u (xi). 


Introduisons comme au n° 3.1 les fonctions caractéristiques 


Qu (x), i = 0, 1, ..., N. Cherchons la solution approchée sous la 
forme 


N 
u" (x) = ot api (x), 


18—01526 
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où ao = an = Ü, par convention, et les autres constantes se déter- 
minent à partir du système d'équations 


Fh+1 
(uh (zx) — u" (z1+1)) ( } me 1 
+ (u* (z,)—u" (z:_,)) al er Si + 


+ (qu”, Q:) = = (f, Q»), k == 1, ... N—1. (3.14) 


Ce système peut être mis sous la forme matricielle 
ÀÂa = f; 


où AE — (A ip), a — = (a, . ani), Î = (f1, _…... fv)7, Ji —_ 


: al - _ 
ras | + (gQ: Pit), j—=i+1, 
“1 
() ) "+ (a, Pit) J—=i— 1, 
Ay=l eo Ar 
à: “i X; . Fe 
(I & + +[] ae + (gQ;, Pi); J=1, 
0, ljj— il > 1. 


Etudions les conditions d'existence d° une solution de (3.14) 
et estimons la vitesse de convergence de u"(zx) vers u(zx) pour 
Res [Tito — Zi-yol — 0. Majorons à priori u" (x). Introduisons, 


de 
à cet effet, une interpolation u}(r)— à a;Q;,(x) telle que 
{= 1 


ur(z,)=u" (xs), k—1, ..., N—1. Considérons l'identité 
du} du : , 
(xp x 9 +) + qu", uh)=(f, ur) + (qu", ul —u; 

et majorons son second membre 


IC, ui) + (qu, uh—ur)| < 
<|lfIlllur + qu”, uf)1/2 (qu ui), uh— ur < 
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1/2 
h 
)] (qu, u}eclfut—urlI< 


h h. 
<. ue ( CU er 
Pi? A—o)n dx ? dx 


(HE +euatir) (er SE, + 


1/2 
+ (quh, ur) | 
De là, on déduit l'inégalité 


h 
du; 


dun 2 
(ep, EE) + qu, ur) <e (UE Hu uttre). 


Les relations 


x {41/8 X{+1/3 x F : 
jui —u*]? dx — | dz(|-5-(ui—ut)ds") = 

Fi-1/3 Xj_1/2 "i 

Tt+1/2 x h Xi+1/2 h 

1 du; : 2 ta I ? 2 

aff Sa)eom(T-trrre( Sa) < 

Xj1/2 x} Xj_1/2 

1t-@ Xf+1/2 h 12 
SENTE Fi-172 | age 


nous conduisent à la majoration à priori annoncée de u*: 


du! 


du . 2 
(ep, +) + (qu*, u)< UT, (3.15) 
2-4 . 217%, 
où e2(h)—O(h) max te "ii, Ty =To=0, ryst2=r x =1. 
— 


De (3.15), on déduit que pour les k assez petits le système (3.14) admet 
une solution unique qui définit la solution approchée u*" de façon 
unique. 


Estimons l'erreur de la solution approchée u". Soit u, — 
N-1 


= 2 u (xi) Qi (x) une interpolation de la solution exacte u (x). 


Écrivons les égalités 
(ap (ur —ut), te u), Q)=0, k=1,...,N—1, 
(ap + (us —u)), + ges (u —u!)) + (qu -u}), u—u') — 


= (q(u —u*),.(u —u*)—(u,— u)). 
18* 
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Majorons le second membre de la dernière relation à l’aide de l’iné- 
galité de Cauchy-Bouniakovski et de l'inégalité du triangle: 


PQq@u —u"), (u—ur) —(u* — ur) | < 
<cg(u—u), u —u)A (lu—ur ll + ut — ur |. 


En se rappelant que pour x € li _1p:, Zi +pol 
[ue (x)—ur ei TE uw) de F< 


De Vi+1/2 
UE | æp(2)|<(u—u)l az, 
Xi_1/2 


— 2{}h 2 
{Lu —u, If <en | #r@| 4 @—u) [Farc <OU., 


on trouve 


1/2 
[ap ur ut), (ru) + (qu ut), uw) | < 
e(h)ILf I 
Len (8-16) 
Comme 


du du \1/2 : 
[ llce, nc (pe, 5) JA, 
on obtient également la majoration 


max [u(z;)—u"(zx;)|+(q(u—u"), u—ur)"2< 


e(h\I SI 
<C Aa A—e 0) (3.17) 

THÉORÈME 3. Sip(x),q(x)EL, f (x) € L:, alors pour les h assez 
petits, le système (3.14) admet une solution unique, les solutions appro- 
chées u" convergent vers u et pour h —+ O on a les majorations (3.16), 
(3.17). 

REMARQUE. On étudie de façon analogue le cas où le problème 
présente une forte dégénérescence (4 => 1) et la condition à la limite 
est de la forme u (4) = 0*). On introduit le réseau 0 — Lio 


*) Cf. Agochkov V. Sur la forme variationnelle de l'identité intégrale de 
Marchouk. Novossibirsk : VTS SO AN SSSR, 1977 (en russe). 
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<< T1 L Tapo KL: s, Lan ye TN — L: Soient 


L TE] Ze; T; [; 


( dE F dë \-1 | 
e-lLEE 6), sels ml (318) 


Lo, TÉ ] Tips CAE 


les autres @Q;, i = 2, ..., N — 1, étant les mêmes qu'avant. 
N—1! 


La construction de la solution approchée u" (x) — 2 a;; (x) 


(où @; (x) est la fonction caractéristique de l’intervalle le. 1er Ti+i/al 
pour i = 1, ..., N — Â) se poursuit comme précédemment. 

3.3. Equation de transport. Construisons une solution approchée 
du problème PE de transport des neutrons 


(4 
—U — ce LE Frs B+puns | 00 u')u(zx, u”") du’ + f(x, pu), 
(3.19) 
ou 
ue —=0 pour æ=a, u+ÉT=0 pour z—b, 


où pp =p(rz) > 0et q = q (x) > 0 sont des fonctions différentiables 
par morceaux de classe C(! présentant éventuellement des discon- 
tinuités de première espèce, supposées confondues avec une partie 
des nœuds du réseau {x;}, 0 (u, nu’) —@{(u", u) > 0, 66€ L., 


| 8 du’ = 1,f(z,u) EL,,p(x) — g(x) >C, C—const > 0. 


Munissons [a, b] du réseau a = 10 <<m<...<zn —=0b,h = 
= max hi, R; — x; — x; et définissons les fonctions Q, (x), k = 


= 0, 4,..., N, à l’aide des formules 
( ZR TR ” 
1— [PE &E( | PE)", repas, al. 
E Zh-1 
Qk (x) — Ft > 

if p@ dE ( Üp@ a)" 26e sub 

TR 
0, ù A € Thoys Lh+: [- 
Prenons pour œq; (x), à — 0, 1,..., N, d'ordinaires fonctions li- 
néaires par morceaux. 


Multiplions l'équation (3.19) par @; (x) et intégrons par rapport 
à z € Ja, bl en tenant compte des conditions aux limites ; nous obte- 
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nons le système d’identités 

#3 | 
pu (ro, H)+ Qu (z p)—u(zs p)) (| p(o dr) "+ 

Xo 


+ (Ku, Qc) =(f, Oo); 


p® | (& (is U)—u(zi L)) ai P (x) az) "+ 
s 
+ puis H)( | p@dz)"]+(u, QD=(6, Q@), 
hs i=1,..…., N—1, (3.20) 
u(zn, L)+H(u(zn, H)—u (zx, l)) (Î P (x) dz) ‘+ 
XN=_1 


+(Æu, Qw)=(f, Qw), 


1 b 
où Xu—p(r)u—q({x) | 6ù du”, (p, Y)= | p(z)w(zx) dr. Le systè- 
0 a 


me (3.20) peut être mis sous la forme 


[u, Q:] = (7; Qi), i=0, 1, ...) N, (3.21) 
où 
| Our 1 
[u. v] = y? (= 3x ? PL) + (uv |x=a + UV |x=v) + (Ku, v), 


u, et uv, sont des interpolations respectives de uw et v construites à 
l'aide du système {Q:}. 
Cherchons la solution approchée sous la forme u" (x, u) — 


= S a; (u) p; (x), où a; (u) se déterminent à partir du système 
i=0 


d'équations intégrales 
[u”*, Qi] 7. (7, Qi), L — 0, 1, ._. .) N. 
Majorons à priori la solution approchée u" à l’aide de l'identité 


[u* s U "= (f, u #) + (f, u}—u") +(Ku*, u* — u}), (3-22) 


où u/,'est une interpolation de u* suivant le système {Q;}. 
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Etablissons des majorations simples. Remarquons tout d’abord 


que 
1 


(Au, u)du>c |lluldu, [l-l=(-, -)2. 


0 


Op 


En effet, 
t 
Ku, u) du — 
[( u, u) du 
1 b b 1 
= (au (pou dr | (x) ds | du 
(U n 0 


a 


Bu, u”) x 


r({uan)" > 
0 


| b 1 
> u(z, u)u(zx, n°) du'> (az | pu? du — 
1 1 , b r ° b 
X (fau | eu au" )" dz> | ds | pu? au— | 
U 0 a 0 a 


& 
A 


Om pm À te, © ot SR 


| 
que du>c\ |lu If du. 
0 


Majorons ||u*—u#||. Comme 


‘x x; 

den nee (SE Ÿ por (Ÿ pond) + 
X{—1 X 1 
4 x, 

+ ais (H) (= — | p (dy ( | p(y) dy) ‘); 
E Xÿ_1 


pour æ € x; x, xil, alors en tenant compte de la différentiabilité 
par morceaux de p (x), on démontre sans peine que pour z € Îxi.1, til 


ju®(x, p)—uÿ(z, u) 1 <O (hu) (I ei (u) | + I @i-s (u) D). 
Alors 
ju*—u; IL; x) SO CR?) h, (Hu (xs, u) P+ lu (x, u)l), 
[Eu —u? Ifbra, à SO (R?) || u" [Late, SO (R2) Lu”, u°. 
De (3.22) et de la dernière relation on déduit les inégalités 


1 
qu, ur] du À (I/INI* + O (II FI LU, 21472 +0 (h) fu, u*]) du, 


0 


Co LA LS 
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| 1 
1— 0) | te, vue | (flat +0 fie", u'j52) du 
0 


0 


| 1 
<e(1+0() (| fran)" (fut, wap) 
0 0 


>] 


ainsi que les majorations à 
assez petit) 
1 


1 
( [tut, ut] ) < ce (| uma)" <e((lrieæ)", 
C 0 
1 1 


(Suutieeæ)<e( use)". 
0 0 


Les inégalités obtenues entraînent l’'univocité de la solution du 
système d'équations intégrales et la dépendance continue de la 
solution approchée u* (x, u) par rapport aux données initiales du 
problème. 

Evaluons l'erreur de la solution approchée u" ; u). Nous aurons 
besoin à cet effet du résultat suivant [39] relatif à la régularité de la 
solution exacte du problème. 


LEMME 1. Sip (x), Cine Te (a, b), E(u,u')EL, ([0,1] X [O, 1); 
f(x, p) ÉLe ([a, b] 1]), alors pour tous points x, x’, x' = 
— z+hRE Ja, bl, La solution u (x, u) vérifie la relation 


priori annoncées (on admet que À est 


1 h1/P 1< 00 
P 1/ , P< 
({[utz+n, n)—u(s, nf du) ÉATE e ; | 
0 ? 


x 
REMARQUE. Le changement de variables y — | p (é) dË ramène 


l'équation (3.19) à la forme 


’ Î (y, Hi) 
en ; 


0? ’ 
pr tu) Gu(y, p')du 


ca, 


dont la solution u (y, u) vérifie manifestement les propositions du 
lemme. 
Ecrivons l'égalité 


CL 


[lu ut, u—u*] du — LS ), (u—u*)—(u;—ui)) du 
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et majorons son second membre 


| 
GG u), (eut) — (us ut) al < 
0 


1 n : 
<e(| Iu—urirau)" (| [u—u, Pdu+ [lueur du)". 


U 0 0 


On a montré plus haut que 


1 1 1 
filet ut 1e duo (Re) À tu*, v°] au <O (2) | 11 F1 du, 
0 0 0 


le lemme nous dit que 
1 1 TT 


fiu-unrau (du (Hu, nu WDI<OUITIE, 
0 0 0 


b 
où T = | p(z) dx. Donc 


| (Æ (u—u"), (u—u")—(u,; —u)) du |< 
0 


4 
1/2 
<O()2 fl (uw led)", 
0 


d'où l’on déduit la majoration de l'erreur de la solution approchée : 


1 
(| [u—u, u—u] du)" <O( fllLe (3.23) 
(4) 


Ainsi, le problème initial a été ramené par discrétisation sur 
la variable spatiale à un système d'équations intégrales dont la 
solution peut être acquise par les méthodes classiques, par exemple 
par la méthode de Boubnov-Galerkin. La vitesse de convergence 
peut être facilement majorée à partir des propriétés de la base choisie 
et de la régularité de la solution du système, les fonctions 6 (u, u”} 


et f (x, u) étant supposées posséder les dérivées requises par rapport 


3.4. Equation parabolique. Appliquons la méthode des identités 
intégrales à la construction d'une solution approchée de l'équation 
parabolique avec des coefficients discontinus et estimons la vitesse 
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de convergence des solutions approchées en appuyant uniquement 
sur la régularité réelle de la solution exacte. 

Supposons que le domaine Q = [a, b] X [0, T] est partagé en 
sous-domaines Qt) = [zrt%-1, Zth)] peu-D, Ho], k = 1,. 
l = 1, Son de M, 2x — a, an) = b, HO = Q, HD) — 
1 Désignons par Stn,m) la frontière commune de Q{n) et (tm), 
Supposons que dans chaque domaine Q(”) les fonctions p (x), 0p/0x, 
g(x)et f(x, t) vérifient les relations 


[px t — px, D 1<O(Iz-zx 1), 
lp (x, t)— (x, t)I<O(It—-+ Fe 0<a<i, 


et qu'elles présentent éventuellement des discontinuités de première 
espèce sur Sn, m), 
Considérons le problème 


ou 0 ou ve ) = ; 
Pr tau=f, (x, 1)EQM, m=1, ..., M, 


? 


(uj=0, | p<]=0 sur St, "), (3.24) 
u(a, t)=u(b, t)—=0, u(z, 0) =0, 


où O0 < po < P (x) < Pis 0 KL 9 (x) L 13 Po, P1et gi sont des cons- 
tantes, [v] le saut de au passage de Q( en Q(”), On sait que (cf. 
[21)) le problème (3.24) admet une solution unique. 

Introduisons les réseaux par rapport aux deux variables: a = 
= Lo L Lyro LT : . . L'TIN_12 LIN == b, 0 = Lo Lh Llo 
<<... <ty1<t; = T et définissons les fonctions 


le (] S) : TEPZrsr nl 
x Xh=1 
Qu) =4 + . ‘ha _ (3.25) 
BOUCLES 
TR Th 


(0, ZÉ]Th-1 LTh+: [, k = 1, 9 N—1i. 


La projection de la première équation (3.24) sur les fonctions 
{Q: (x)} nous donne les identités 


(D Q)E)+(p SE, LE) (+ (au, Q)(E)=( Q0 (0: 
= 1,55: N 1 (3.26) 


b 
(ici et dans la suite (u, v) — ( uv dx. [uw [|= (&, u)u2), 
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PE chacune des relations (3.26) par rapport à {E€]t;.,,t,f, 
j=1, , J;, on obtient alors les identités 


(u, Q:) (ts) —(u, Qù) (t5-1) + 


*£ 
+[{u Ge ue (| Er) + 


tÿ_1 Xi_1 
XH+1 
Hu (ae 5) —u (aies D) ( | E)T} dt+ Ve Qi dt= 
x tj 
’ ë 1 
= [6 Quat, j=1 1, 521, N—1, (8.27 
tj 


qui peuvent être mises sous la forme 


(ue, Q1) (#5) — (ue, Qu) (5-1) + Ÿ {le PL, EL) + (qu, Op} dt= vifs 
ty 
=1, ..., J, i=1,..., N—1, (3.28) 
N-1 
où uj(z,t)= D, u(zr t)Qu(x), 
i1=l . 
În= + | ( Q()dt, v=t;—t;. 


SE 


Il existe plusieurs façons d’appliquer les identités (3.28) à la 
construction de la solution approchée. Celle que nous retiendrons 
consiste à approcher les intégrales par rapport à { par des formules 
de quadrature. Considérons la formule élémentaire 


t 
( (u, ph(t)dT=T;(u, p)(t;) +es, 
{j-1 
où 


Je; [STI max 
tell; 1 til 


(u, p)(t5) —(u, œ) (t) 
Lty—t1® 


, DO<a<fi. 
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Les identités (3.28) s’écrivent alors 


(, Q)(n+T (pL(s, 13), LE) +r,(qu(s, 1), Qi= 


TZ 
=vfnt (ue Q:)() + (PR Et) +(R, Qi), (8.28) 
j=1, 1 J, i 1, .... N— 1, 


t 
ou ou 
Ri=ti-— (zx, t;) — ( ee (a, t)dt, 
tj 
ty 
R=tul(z, t)— | u(x, t)dt. 
tx 


Cherchons la solution approchée du problème à l'instant t; sous 
la forme 


N-1 
u? (2) = S ayQ, (x), 71 ...) J. 
1=1 


Déterminons les constantes a;; à partir du système d’équations 
obtenu de (3.28”) par substitution de u# (x) à u (x, tj} et élimination 
des termes contenant R, et R,: 

du! F 
Qu}, Q:)+T; (p-+, 4.) +r;(qui, Qi)=Tifn-t+(uf-1, Qi), 
j=1, ...) J: i = À, CERCLE | N—1, (3.29) 
ui 0: 
ce système peut être mis sous la forme matricielle suivante : 


(M +T,4) ay= tif; + Ma,.,, j=1, 53 J, (3.30) 


où adj — (aja ._. Gj,n1), do — (0, . O)T, fs NE (321 . + f1.N 3) 
et les éléments M;, et À;, des matrices tridiagonales symétriques M 
et À s'écrivent : 


Min =(Q:; Qù); An= (pt, LR) + (aQ Qu); 
i, k=1Â, ..., N—1, 


En résolvant pas à pas le système (3.30), on détermine les vecteurs 
ay, j = 1,..., J, et, par suite, la solution approchée du problème 
pour t — {};. 
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Il est manifeste que le système (3.30) admet une solution unique 


pour tout j fixe, puisque les matrices M et À, donc M + tjÀ, sont 
définies positives. De là il s'ensuit que le problème admet une solution 
approchée. Pour démontrer que cette solution dépend continüment 
de la fonction des sources f (x, t), il suffit de majorer {u?} à priori. 
Pour cela, muliltiplions chaque équation (3.29) par les coef- 
ficients respectifs a/y;, sommons sur j = À, . JU, à = 
= 1,..., N —1, et utilisons la majoration | (wyh, ut) | & 
< _ us I + Z | u* |. On obtient, en définitive, l’inégalité 
14 j' 

{lu:, |? ou} ou? 

HD (ri, 2) +çut, ul) SD +, (F5 ul). (8.31) 


j=1 J=1 


Comme 


PET u}) <(5 lle)" PU re) "< 


tj 


=i 
É 1/2 FLE dut  ôu? | \1/2 
<e(ÿes ej 141 à) (2% (PE 7) > 


on déduit la majoration suivante à partir de (3.31) 


ur +3: 1((p5, LE) + qu, uh)]"< 


ti, 
<c | I F18 dt)", j—1, .…, J, (3.32) 


0 


majoration qui entraîne la dépendance continue de {uf} par rapport 
à f(x, t). 

On démontre *}), par ailleurs, que sous les conditions imposées 
plus haut aux données initiales, les erreurs 


Es(z)=u(x, t;)—uÿ (x), 
N-1 
Ep. r(t)=ur(zx, tj) — uf (x) — (u (xs, t;) — ay) Qi (x) 


*) Cf. note de la page 276. 
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vérifient les majorations 


&r+2 | (e us, Lr)+(E, E)]< 


<O (ri+e)+ O(R?) (cts + | flPét), 
0 


J = 
max IE, 11+ {3 sa[ (pt ir, But) + 


+ (QE, E) |} <O(R+rtren), 


Si donc les données initiales remplissent les conditions signalées, 
alors les solutions approchées u* (x) convergent vers la solution 
exacte u (x, t;) pour R—+ 0, rt —+ 0. 


$ 4. Méthode des identités intégrales pour le problème 
aux valeurs propres 


Les problèmes aux valeurs propres se rencontrent fréquemment en 
pratique. Citons parmi eux les problèmes des oscillations propres de 
systèmes mécaniques, le calcul de l’état critique d’un réacteur nucléai- 
re, etc. Dans ce paragraphe on se propose sur l’exemple d’une équa- 
tion simple d'illustrer la méthode des identités intégrales à la ré- 
solution approchée de tels problèmes, méthode qui en raison du 
choix des fonctions de base nous conduira au même système que la 
méthode de Ritz. Toutefois la procédure d'étude de la convergence 
sera spécifique comme dans les paragraphes précédents. L’algorithme 
comprendra les étapes suivantes: formulation du problème, choix 
de la méthode de résolution, majoration des erreurs de la première 
valeur propre et de la fonction propre associée, discussion des éven- 
tuelles méthodes de résolution du problème discrétisé. Les problèmes 
d'intégration numérique peuvent être traités comme dans le cas des 
équations non homogènes, quant à la stabilité numérique dans les 
problèmes aux valeurs propres, elle est développée en détail dans 
[31] pour une vaste classe d'équations. Aussi nous glisserons sur les 
deux dernières étapes (bien qu'elles soient obligatoires au même 
titre que les autres dans la résolution des problèmes aux valeurs 
propres par une quelconque méthode d'approximation). 

4.1. Position du problème. Soit à trouver les nombres À et les 
fonctions non nulles u (x) vérifiant l'équation 


— © pr) + q(x)u = Au, zE]a,bl, (4.1) 
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et les conditions aux limites 
u (a) = u (b) = 0, (4.2) 
où p (x) et q (x) sont des fonctions bornées >>0: 


0< po LP (T2) << Pan 0 LIL (x) < 
Pos Pas os 1 — const. 


Le problème (4.1), (4.2) se met sous la forme opératorielle suivante 
Lu = Àu, (4.3) 


où Lu = — Ép(x) © +q(x)u, D (L)={u:u E Wi(a, b), Lu € 
€H = L,(a, b)}. 

L'équation (4.3) est étudiée dans L, (a, b). Supposons dans la 
suite que (*, hr, = (°, *), (lle = = (-, +). Comme déjà 
signalé dans les paragraphes précédents, l'opérateur Z est symétrique 
et défini positif. Pour de tels opérateurs, les valeurs propres et les 
fonctions propres correspondantes sont douées de remarquables pro- 
priétés dont voici quelques-unes: 

a) Les valeurs propres d’un opérateur symétrique sont réelles. 
En effet, si Lu — Àu, alors la symétrie de ZL et les propriétés du pro- 
duit scalaire dans un espace complexe nous donnent À (u, u) — 
= (Lu, u) = (u, Lu) = (u, Au) = À (u, u), c'est-à-dire que À = À 
est réelle. 

b) Les fonctions propres u;, u; d’un opérateur symétrique, asso- 
ciées à des valeurs propres À; et À, distinctes, sont orthogonales : 


(Lu; — Liu, uy) = 0, (Lu; — ÀAjuy, u;) = O0, 
0 = (Lu, uÿ) — (Luy, wi) = (li — Àj) (us, uj), (4.4) 
(u;, Uj) = 0, i Ï. 
De là on déduit également l’orthogonalité de u; et u; pour la norme 
énergétique : 
b 
[u;, u;] = | (pe T4 quiu dr = (Lu;, u;)=4A;(u;. u,)= 0. 


iZÆj. (4.5) 
c) Les valeurs propres d’un opérateur défini positif sont stricte- 
ment positives: 
(Lui, ui) = À; (ui, wi), À = (Lui, ui/(u;, ui) > 0. 


d) Le problème aux valeurs propres pour un opérateur symétrique 
défini positif peut être ramené à un problème variationnel. En par- 
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ticulier, 
CODEN A i=2,3,..., vEH}, (4.6) 


où A, est l’espace énergétique correspondant à ZL, muni du produit 
scalaire [u, v] et de la norme [u] = [u, u]!/°, et R (v) le rapport 


R (v) = [v, vl/(v, v) 


appelé rapport de Rayleigh. 
Prouvons (4.6). Supposons qu’un élément (non nul) u € H; 
minimise À (v). Pour n € À, et & petit, on a alors 


À _R(u+ an) =? [u. n](u, u)—(u, n){u,u]) 


(u, u)° 


=) [u, n)—(u, n) R = 
(u, u) d 


L'élément n étant arbitraire, R (u) est une valeur propre que l'on 
désignera par À = À (u) et la fonction uw par u,. Le minimum R (v) 
dans AH, étant réalisé par u1, on a À << R (uy) = Ày pour les autres 
valeurs propres et les fonctions propres qui leur sont associées pour 
j# 1. 
Signalons quelques propriétés caractéristiques du problème (4.1), 
(4.2). On sait que ses valeurs propres forment une suite infinie stricte- 
ment croissante de nombres strictement positifs À <a <...< 
<< À, << ...-et les fonctions propres correspondantes ur, i=1;2;;: 
forment un système complet aussi bien dans À = LZ, (a, b) que 
dans H:. 

Etant donné qu'une fonction propre est définie à un facteur cons- 
tant près (c'est-à-dire que si u, est fonction propre, tout élément 


u, = cu, le sera), pour lever cette ambiguïté, on admettra dans la 
suite que u; est normée: || u; || = 1, i — 1, 2,... Cette normalisa- 
tion et les propriétés signalées plus haut nous donnent 


WU d d 2 À 2 À 
[u,]? = 4;, | + <<; [| U ; [lv (a, FES e , 
LS 0 
; (4.7) 
oui 
IE de = dz Li+ hs. 


Minorons les À; de (4.1), (4.2). Rappelons-nous, à cet effet, que 


les valeurs propres À, et les fonctions propres Li de l’équation (4.3) 
sont de la forme suivante pour p = À, q = 


My L2n2 Ce 
EE SL nl 


2 RS — 
— sin mea, (4.8) 
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Le système {u,} est alors complet dans W: (a, b). Donc, en dé- 


veloppant w, en une série suivant {u,}: 


[. »] 
u= Duran [ul D Iurl=i, 
K=1 =! 


on obtient 
du; du: 
hi = lu, u;]20o (ui ui) + Po (5, SL) = Te 
= Qo-F Po >» > Uy.küy. mAh (un Um) = 
k=1 m=1 
ss a 
= %o+ Po D Maui, 2 do + Po pr 
k=1 
Donc 
2 
Mo + Po y? if. 2 AR (4.9) 


REMARQUE. De la démonstration de (4.9) on déduit sans peine 
l'inégalité de Friedrichs 


b—a 
Î u ÎÎLeça, DE —— 


sl 


du 


| dr 


,, 

Letr, b) (4.10) 
pour toute fonction u € W° (a, b). 

4.2. Formulation de l'algorithme. Cherchons une solution appro- 
chée du problème (4.3) par la méthode des identités intégrales. Intro- 
duisons, à cet'effet, le réseau a = zo << Tips D Le. LIN yes 
< zn = b et attachons à chaque nœud zx; une fonction @Q; (x) de la 
forme (3.25) et une fonction p; (x) (généralement distincte de Q; (x)) 
telle que ps (xs) << ©, j = 1, , N — 1. Supposons que {; (x)} 
est une base. Projetons (4.3) dans a (a, b) sur les fonctions {Q; (x)}. 

On obtient en définitive les identités 


X{41 x 
(u (zs)—u (za) ( | 2) + @()—u (2) ( +) + 
* X{_1 


+(qu, Q,)=A(u, Q:), i=1, ..., N—1, (4.11) 
ou, ce qui est équivalent, 


(P Se À) + (au, Qu=A(u, Qi), i=1,..., N—1, (4.12) 


N=1 


où ur (#)= D u (2) Qi (a. 


19—01520 
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Cherchons une approximation de la fonction propre u (rx) associée 
à la valeur propre À sous la forme 


N-1! 


Un (X) = 2 a;P; (x)- (4.13) 


Les conditions aux limites u (a) — u (b) — O étant essentielles, on 
admettra qu’elles sont satisfaites par les fonctions de base {; (2)} 
suivant lesquelles est développée u, (x). Les coefficients {a;} se dé- 
terminent à partir du système 


Xi+1 
d _1 
Ga (a) un (are)) ( À TE) Ca (es)- ua (212) X 
X+ : . 
x | Æ) +aur, Qh=M (ur, Qu i=1,...,N—1, (4.14) 
X1 
ou, sous la forme matricielle, 
La = MMa, (4.15) 
où 
a—(a,,..., an), M =(M;;), L=(L;;), 
L 
My = (Qi Qs) = | Ps (x) Q, (x) dx, 
X ÿ_1 
Fiji : 
ue 
Li = (oi (ss) — Pi (xs) | 7) + 
*J 
/ p. dz PE | | 
+ ie) os) ( | ZE + (gp, Qi), 
Vit 
li, = 1; ….N—1. 
Une fois qu’on a déterminé les valeurs propres A4, i — 1,...,N — 1, 


du problème (&. 15) et les vecteurs propres a; correspondants par une 

méthode numérique convenable, on peut prendre les À? pour approxi- 

mations de certaines valeurs propres exactes À, du problème (4.3), 
N-1 


et les fonctions u} — 2 ai5@; (x) construites à l'aide des vecteurs 


a;, pour approximations ‘dés fonctions propres u; (x). Pour simplifier 
l’étude de la convergence de À} vers À,, on admettra dans la suite 
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que x (x) = Q; (x), i = 1, ..., N — 1. Dans ce cas, les matrices 


L et M seront symétriques et définies positives. Donc, les valeurs 
propres approchées À? seront réelles et strictement positives. 
A noter que si H(%) désigne l'enveloppe linéaire de {Q, (x}}, alors 


infR(w)=M>Akn va EHD, (4.16} 
Ch 


où À est la plus petite valeur propre À?. En effet, supposons que 
N 


ut = D) auQu (x) € H®) réalise le minimum de R (v,) sur le sous- 
i=1 


espace H(). Alors 
N-1 


V . (0: 
aR (ul) : à Li @1id@1)j [Qi, Q;] 


Oairÿ  d@1R 


En =0, i=1,...,N--1. 
a1j (Qi. Q;) 


En calculant ces dérivées, on constate que a1 = (ax, - - «+, &1n 23) 
vérifie (4.15) pour À! = R (u*). Comme u* réalise le minimum de 
R (v,) uniquement sur le sous-espace HP) © H;, il vient manifeste- 
ment À! > À. 

4.3. Convergence. Majorations des erreurs. Dans nombre de 
problèmes pratiques, la plus importante valeur propre est la pre- 
mière en raison de sa signification physique. C'est pourquoi les 
problèmes de convergence et de majoration des erreurs ne seront 
posés que pour À! et u'. 

Prouvons d’abord que les plus petites valeurs propres approchées 
M convergent vers À. Comme u* réalise le minimum de À (v,) sur 
le sous-espace H(*), alors pour toute fonction v, € Hÿ), [| u, [| = 1, 
on a 


OSAI—A = R(u)—R(u,)<R (vy)— R (u,) - 
=[v}, vAl--[u,, u,]=[u,—v,f+2[v, —u,, u,]< 
<u,—vi+2{u,—vllu,]={u- vf +2V A, fu —f, 
donc 
OSM—A<inffu,—v]2+2Vhlu—v]) +0 (4.17) 
Uh 


pour À = max |z; — x; 1 | — 0, puisque H(%) est dense dans H, 
4 
(cf. les théorèmes d'approximation du $ 2, chap. 2). 


THÉORÊME 1. Si P (x), q (x) È L > (a, b), alors A ES À pour h — 0: 
et l’on a la majoration 


A SAM SA + ch2 (qi + A). (4.18) 
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DÉMONSTRATION. Soient || ui || = 1, || u* || = 1. Considérons l’in- 
N 
terpolation ur = > U1 (xi) Q: (x) pour laquelle, en vertu des 


théorèmes d’approximation du $ 2, chap. 2,on a 


s d 
us—u, Ich? LP ch? (gs + A), 


[lus r—1lu TIKcR?(g, + À). 
Ecrivons les identités 


dus. d 
(p un F) ; )+ (qu, Uy,r) = À (u, » Ua, 


duf h ,h h,,h ,h 
(p sg Ar Pa ) + (qu, u;) = Âj(us, ui), 


duh du" 
Ai — A, — (? — 3 +) + (qui, u;)— 


5 l(? = ? nd ) + (qu, Us, |. 


Or u réalise le minimum de R(v,) sur le sous-espace HŸ des 
fonctions v, telles que [[v,||—1, donc 


du: I du: I 


OGM — ((p FE , EL) + (qui r. us.1)) — 


2 ((per, ur) Lun) = 


(ui, r, Ur) es" I du:,7 } 
ur, r (ur, Ur, r) PF; dz pu 


RE. 1 
Horn in un) (qui, wir) < 


ui—u, ri _dui,r_ du, ] 
SET ia ant (PP & à )T 
Gallui— ui. r Mur 1 

+ +: 


Il U1,7 12 | (Ua, Ur, 1) | (Ur, Ur, 1) | 


d d 
<ch(q +2) (pt, <) + 


+ cqih2 (q, +A,)<ch?(g, +A,) À, +oqih? (qi +) =ch?(g, +A,)}?, 
c>(. 


(qui — ua, rs Us 1) 


D'où la majoration (4.18). 

Soit {u*} la suite des fonctions propres approchées associées 
aux valeurs propres {A*} et vérifiant la condition de normalisation 
Ia 1 = 1. 
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LEMME 1. La quantité | (u1, u!) | ne peut tendre vers O avec h. 

DÉMONSTRATION.Supposons, par absurde, que |(u;, u*) | — 0 
avec h. Alors pour tout £ >> 0 petit il existerait un À, tel que 
| (ur, u*) | << e pour k < hk4. Développons u* en une série suivante 
Ur}: 


œ co 
} } h h 
uj= À (ui, u;)u,= (ui, uj)u,+ À (ui, u,)us. 
ki k=—? 


Alors 


M= R(ui)= fui, ui] ={(ui, ujus+ Lux (ut, m2 
= À, (ui, u,)?+ C2 Ur (ui, us) > (ut, u,)? + 


+h 2 (ui, > D (ui, = (lui lr— (ui, 2) 


> (1—e). 
En tenant compte de (4.18), on aurait 


ke (1 — €) LM + 0 (R°). (4.19) 


Choisissons £& et À assez petits pour que À: (1 — e) — A1 > 0, 
O (R?) < (ke (4 — 8) — })/2. Alors la relation À, (4 — e) < 
< M + O (hk?) entraînerait À (1 — €) L À1 + (Âe (1 — €) — À1)/2, 
Na (4 — e) LM. La contradiction entre la dernière inégalité et 
l'inégalité Ào (1 — &) — À1 >> O0 prouve le lemme. 
Composons les fonctions Uh — uh/(u,, u") en admettant que À 
est assez petit. 
N-1 
LEMME 2. Les fonctions U}, u, et u,;=— Yu, (x;) Q,(x) 
iZ1 
vérifient les relations 
O (h°) 


Mur Di, ls —UilI< 


O (h3) 
ke — 


(4.20) 
DÉMONSTRATION. Soit Ë = u1,r — U#. Alors 
Ilus, r —Ut I = D (&, un)2+(u,,r —Ut, u,)?. 
Run 2 


Comme (Ui, u,)=1 et que 
(ui. —Ut, Uy)=(u,,r—Uu, Us) + (us Uf, Us) = (ui, r —U, Li), 
Gr, u,) lu lle, r—u,1P<ch6 (qi + A), 
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alors la majoration de||u, ; —U#||? passe par celle de pa (&, ux)?. 


Considérons, à cet effet, les identités suivantes ue En = 
=u,,; —U}: 
(per, à.) + (qui. 1 En) = 
= (ui, En) + (ui —ui,r)—q(ui—ui,r), En), 
(P “à 9 ct Re) + (qui, En) = A1 (Ui, En), 
Eire EI +(e, Ë), 


« 


ou 
e= (À, —M)Ui+A, (u;—u,,r)—q{(u;—u;,,r), 
el +g)2ch+ IA — MI USA + g)2ch2+ ch2/] (u,, ui)|. 


À partir du lemme { on peut conclure qu "il existe une constante 
Co >> O telle que pour k —+ 0 l'on ait | (u1, u") | > co (sinon on aurait 
de nouveau trouvé que |(uw1, uh) |—> 0 avec h). Donc, [|le || < 
< (M + Q) ch° + ch'lco LO (R°). 

Développons £ en une série suivant {u,}. On obtient alors 


E= Ÿ (E, U}) Us 
k=1 


es 


[EE = À 2 An (E u,)2= A À Pons (&, up)? + (e, ë), 


2 (An — À4) (&, uy)® ES (e, E), 


- Chelngn Le 21 us —U* | 
>, EE ur) ge en Ole DRE PT CERN 
et, par suite, 
O = 
ur UE Sp lls, r — 07 11+ 0 (RO, 


: : 
us, DU OU. 


La deuxième majoration de (4.20) résulte de la première et du fait 
que |} us — wir | & O (k*): 
us Url, — 2, 7 [+ lus, — Vi 1 O (2) + 


O (h°) 
LÉ ve 


O(h°) 
SE Peer vi 
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COROLLAIRE. La suite {ui} converge vers u, pour h — 0 et 
h O (k?) 
lu, —u: (RSS veus vb (4.21) 
DÉMONSTRATION. De (4.20) on déduit que 


O (hi) 


1—(u,, ui}= |(u,, ui)|21| Du PT - 


Lorsque À —>- 0, on peut admettre que la quantité (u,,u*) ne change 
pas de signe et que son module est voisin de 1. Supposons, pour fixer 
les idées, que (ur, u*) > O (si (u1, u*) << 0, une multiplication de 
u}* par —1 nous donnerait de nouveau un élément propre approché 
pour lequel (u,, u*) > 0). Alors 


Il U, — ui IF = 1—2(u,, ut) E A 1=2(1—(u,, u{)) = 


2 (1—(u1, uf}?) 
14 ut) 


O (h4) 


h 
L2(1—(u,,u;)})< (M) ? 
ce que nous voulions. 


THÉORÈME 2. Sip (x), q (x) E L.(a, b), alors pour h — 0 on a la 
majoration 


à O (h?) 
|| U,—u; Ilcta. D ET, L 


(4.22) 


DÉMONSTRATION. Supposons que v, =u,, su et écrivons les 
identités 


d d 
(pit, 2 2) + (qu, Un) = À; (u,, Un); 


du! d : 
(p _ ) _. Sn) + (qui, Up) = À! (ui, Un): 
d h d h 
(p + (Ur —ui), = (ui. La) +(g(u—ui), u—ui)= 
= (q(u, —ui), u,—u,f;)+(Au— Mu, U,,r —U:1)- 
Comme 
d 1/2 
Nusr— ut le (p + (ui. 7 —uh), cPoNEL 


,  R ue 
 … [Ur —ui [Ke (p+ dz (ui, r — ui), _. (Ur u\) 
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en se servant de (4.18) et (4.21) on déduit à partir de (4.23) que 
d d 
(P 7 (ui. I —ui), 7 (ua. r—u})) + (qu, —ui), u—ui)< 


O (h?) 
ST” 
h O (h?) 
max [ur—u|l< 
aLx<b | + DE Î I Ào— ?.1 
Les résultats de l’'approximation du $ 2, chap. 2, nous disent que 
d du 
max |[u, ; —u <ce | + + | | 
xD | 1. Z 1 | == d P dz La. b) 
Les inégalités 
d du nn 
EE PCI ET TEE 
" : 3.1/= (2. h ) 
y +c 1T 41 
<cC + [u,] —= — 
V Po } Po 


nous donnent 


h } 
[us — wi floca. b SU - Ur cta. 6) + MU, 7 —u: lcta, b 


O (4°) < cha 1!" Gise 41) _ O (h°?) 


Duresr D 


4.4. Sur les méthodes de résolution d’un problème discrétisé. 
Lorsque le système (4.15) est d'ordre élevée, la quête de toutes les 
valeurs et fonctions propres est très compliquée. C’est pourquoi dans 
ces cas on se limite aux seules valeurs propres qui mr. le plus 
grand intérêt, par exemple aux k premières MEME... < À}. 
Si l’on connaît une minoration de À* (minoration qui est ie à 
établir dans les méthodes de projection en raison de la définition 
positive de l'opérateur) et si À? 5 0, alors on peut ramener le pro- 
blème des À plus petites valeurs propres au problème des À premières 
plus grandes valeurs propres par passage de (4.15) à 


À … 1 
we=L Ma, 
ou, ce qui revient au même, 
Aa — Ua, (4.24) 


où À = L'iM,u = 1/1. 

Si l’on a besoin de la plus grande valeur propre u, du problème 
(4.24), on peut la déterminer par la méthode de Lijusternik par 
exemple, qui est développée dans [5, chap. 1]. Cet ouvrage” décrit 
aussi les méthodes de recherche de la plus petite valeur propre u. 
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Le problème (4.24) peut également étre resolu par la méthode 
itérative à paramètres tchébychéviens [58] qui assure la stabilité 
des calculs et qui fournit un gain appréciable sur le plan de la vitesse 
de convergence en comparaison de la méthode de Ljusternik. 

Le problème (4.15) peut être traité par la méthode de bissection. 


Les matrices L et M de (4.15) étant tridiagonales, symétriques et 
définies positives, elles sont justiciables du théorème de séparation 


des zéros des déterminants des matrices L; — AM;, où L; et M; 
sont les matrices des principaux mineurs d'ordre i. Ce théorème 
repose à la base de la méthode de bissection (cf. J. Wilkinson. The 
algebraic eigenvalue problem, Oxford, Clarendon Press, 1965). Cette 
méthode est performante el simple à mettre en œuvre sur ordinateur. 


$ 5. Identités intégrales pour équations d’ordre quatre 


Dans ce paragraphe on se propose d'établir la forme projective- 
des identités intégrales pour une équation différentielle ordinaire 
d'ordre quatre (cf. [14]) et de l’appliquer à la construction de schémas 
aux différences avec une précision du premier et du deuxième ordre. 
Pour simplifier, l'équation sera étudiée uniquement pour des con- 
ditions aux limites périodiques. 

5.1. Formulation du problème et forme projective des identités 
intégrales. Considérons l’équation 


Lu = p (x) +6 (2) u (x) = f(x). (5.1) 


où p (x), q (x), f (x) sont des fonctions périodiques de période 1, 
0 € po < P (x) € Pr 0 << Go K 9 (ZX) L 1: Pos Pis Fo, Ia = Const. 

Désignons par W, le sous-espace de W°(0, 1), composé des 
fonctions périodiques de période 1. Multiplions l'équation (5.1) par 
une fonction arbitraire v (x) € W, et intégrons le résultat obtenu sur 
[0, 1]. Des transformations élémentaires nous conduisent à la relation 


Lu, v] = (f, v), (5.2) 
où | 
u,v]= (pie, 2 )+ (au v), 


(u, v)={(u, v)reço, 13) ull=(u, uw). 


On appellera solution distributionnelle de l'équation (5.1) une 
fonction u € W, vérifiant (5.2) pour toute fonction v € W4. 

En se servant du théorème de Ritz de représentation d’une fonc- 
tionnelle linéaire bornée, on démontre que sous les contraintes impo- 
sées à p (x) et q (x) et si 


Nfllyee = sup << o0, vEW,, v# 0, (5.3) 
* Wz 
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alors l’équation (5.1) admet une solution distributionnelle et une 
seule, et, de plus, [| u [y <c || f [Ilw-2 Si les fonctions p (x), q (x) 
et f (x) possèdent la régularité voulue, ‘alors la solution distribution- 
nelle u (x) sera également solution de (5.1). 

Considérons le réseau 


O—r<n<...<zn—=1, hk—=AN, zx; = ih, 


= 0, 4, .,:, N, (5.4) 
et supposons que 
Xi+1 Xi+1 
Xi1 i-1 


Cp+yje = R + Oprs/Vn+s — On/Vne 


Considérons une fonction @Q, (x) égale à 


FR=2 Xh_2 
 — Zh-2 O0 mn | _(&n-2—0?) 
ŒRh-1/2Yh-1 [( Ï P (©) du) (zr-2 2) \ p (@) do É: 
Xh Xp 
Es 
( (z—@) (zh-2 — ©) | 
pe — — do | pour xEfzs, Æn-il: 
Xh 
Œh-1/2Vh-1 À p (@) R-2 
*h 
Th_o x 
_—_ (Zh-2 — ©)* * (z—0@) (rn-s — ©) 
Ï p (©) duo + | p (&) do |+ 
XR Xk 
+. 2 1 . 
us Œh+1/2VR + Œh-1/2Vh-1 T Œh1/2Vh | s 
Xh_1 
Th1—O (zr1 — 0) 
x [( il _ p(o) do) (z4-1— 2) — | — po — do + 
TR 


4. | ea) yo 


p () | pour zx € [This Zhl; 


TR 
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Xh+2 


[CS et do) (me — 2) — 
Th 


Ah:1/2VR+1 p (©) 


À p (@) p (@) 
XR k 
1 2 1 
( h+1/2%_R LL ŒR+1/2YR+1 “ ŒR-1/2YR | di 
Xpy1 à “he 2 
Th#1— Th+17 © 
<[(T'agtée) eu Tps 
p (@) Gus) | pe) CT 
Xk Xk 


x 
+ | EP do | pour ZEZr, Zntils (5.5) 
TR 


Th+3 


1 [( | om) (Zur — Z) — 
TR 


Œh+1/3Yh+1 P (@) 


h+3 x 
= | Ga Go | ES Ce © go | pour ZE [Thti Th+o[: 


P (@) 


0 pour zéfzr->, Zn+l. 


Rappelons les propriétés des fonctions {Q,} établies dans [42]: 
4) le système de fonctions {Q, (x)} est linéairement indépendant; 
2) les fonctions @Q, (x) et dQ4 (x)/dx sont continues aux points x, 
Zr+1 Ot nulles aux points z::2; 3) Si p (x) est une fonction disconti- 
nue, alors il en est de même de sa dérivée seconde d°Q, (x)/dr°, mais 


la fonction p (x) (d’Q4 (x)/dr*) est continue et sa dérivée = p TR 


est de puissance m-ième intégrale, où m est fini; 4) si p (x) = 1. la 
fonction Q, (x) s'écrit 


— (Zr-2 — 2)", T'EÏZre Thil. 
A(tna—t— (ro —2),  ZEfrrs za), 
Qx (2) = (Tito — ZT) — 4 (zus —2)$, 2x E[Z,, Tati], 
(Taie — 2), T'E[Trtis Thtol; 


0, T 4 [Tr-», Tate]. 
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Il est immédiat de remarquer que dans ce cas on peut définir Q, (x) 
par la formule Q, (r) — Q (x/h — k), où 


0, z>2, 
(2— x)$/6 zE[1, 2], 
QG)= [(2—z)}$—4(1—2)3];6, xE[0, 1], (5-6) 
Q(— 7x), z<0(. 


On a (2—zx — 4 (1 — x} = 1 + 3 (1 — x) +3 (1 — zx) — 
— 3(1 — x), donc Q (x) est confondue avec la B-spline cubique 
@3 (x). Donc, les propriétés d’approximation des fonctions @, (x) 
qui ont servi à construire les identités intégrales pour p (x) = 1 se 
traduisent par la relation (cf. $ 10, chap. 2) 


, Du D'un (14 < hu llg 0LSKB, 
| - 


où w, sont des coefficients donnés, c,, des constantes. 

Etablissons les identités intégrales. En posant de proche en pro- 
che v = @Q,, k — —1,..., N + 1, dans (5.2), on obtient les iden- 
tités 

d'u  d? : 
[u, Q= (PE SE) + (qu, Q:) = (f; Qx). (9.7) 


L'égalité 


( d?u d'Or | _ ( du d LE.) 


Pr > dr “az ” dz P dx 


( —u (zn) + 2u (zhs1) — 0 (Zhs2) 


Yh+1 
LU (tr) +20 (zRr)— u Eu} 1 
ŸR Œh+1/2 
F3 ( —U (zh) +2u (zR)—u (Zhs1) _ —u (zn-2) +2u EE GR) | I 
TR YR-1 %h-1/e 
nous pern:et de mettre les identités (5.7) sous la forme 
—( —u(zn)+2u (zh) — u (Theo) _ —u(zr-1) + 2u (8) —u Ekes)\ L 
| VR+1 TR Œh+1/2 
Fe ( mu (zh) + 2u (zr)— u (zhe1) _ —u(zn-e) +20 (x) —u En) 1 
YR Vh=1 Ah1/2 


(qu, Q:)=(f, Qx:). (5-8) 


Pour p (x) = 1, ces identités prennent la forme simple 
1 
+5 [u (zr-o) — Au (xs.,) + Ou (x,) — Au (zu+,) + u (Tr+2)] + 


L(qu, Q:)=(f, Q:). (5-9) 
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5.2. Schéma d'ordre 1. Appliquons les identités intégrales à la 
construction de solutions approchées. 

Pour plus de suggestion, élaborons le schéma d'approximation à 
l'ordre 1 pour le cas où p = 1 et les identités intégrales sont de la 
forme (5.9). Supposons que la solution distributionnelle u (x) possède 
une dérivée première du/dx € L.. Mettons (qu, Q3) sous la forme 
suivante] 


: (qu, \Q&) —= U (zx) (q, Qx) + Ek2 (5.10) 
ou 
The d : 142 
Lex | <eg,hs/2 [ | _ dx) e 
XR_0 


Portons (5.10) privée de &4, que l’on négligera, dans (5.9) et divisons 
par À. Nous obtenons le système d'équations 


_. [un-s —4us_, + ôu, —äuss, uit] + Bains fr, KT, UN, 
, 1 1 
où Br = + (q, Quiratm : fn = % (f, Qnrsm. La solution u (x) 


étant périodique, on prendra u_1 = Umw-1, Uo = Un, UN+1 = Ui, 
Un+e = Us. On obtient, en définitive, le schéma 


Au + Bu = f, (5.11) 
où U — (ux, ._. Un), Î — (1, ee . .) fn)T, B —— diag (Bii)s 
| 6 —4 1... 0 ... 1 — 47 
—4 { 
a { 1 
AT 1 
| — 4 
7” d 2 0 1-4 61 


Si l’on admet que le système (5.11) possède une solution, alors 
on‘peut approcher cette dernière avec les {u,} obtenues par une mé- 
thode appropriée. 

Justifions ce schéma. Signalons tout d’abord que les erreurs d’ap- 
proximation e;/h vérifient les majorations 


X 122 d 2 1/2 
£; u |- - 
EE <chl2| | Aer dz) e 
Xj_e 


Prouvons que ce schéma est stable. La matrice Â est symétrique. 
Pour vecteurs propres de À, on peut prendre les vecteurs æ, de com- 
posantes ay = e'*0, où 6 = j2xh. Les valeurs propres À; (À) s’écri- 
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vent 


À, (À) = + (3 — 4 cos 0 + cos 26) — 
= _ (1 — cos 0)? — _ (1—cos2xjh) >0, (5.12) 


et, de plus, À» (À) = 0, pn =(...,1,1,1,...). Donc, la matrice 
À est semi-définie positive. Or les éléments B;, vérifient les doubles 
inégalités co < By C1, Co, C1 >> 0, donc les matrices B et À + B 
sont définies positives dans l’espace 


: 
Li=uiQu, vh.n= Zu, Ilulh.r=(u ua]. 
Par suite, 
Collu [En S(Bu, ue. n (À + B)u, u}:.n = 
= (f, U)2, n SIP Ile, à NU Mo, rs (5.13) 
1 
[| u Il. h <— [| Î [la, h1 
0 


ce qui exprime la stabilité du schéma. 
Supposons que ur = (u (x), ..., u(x\))T, & — ur — u. Alors 
le vecteur Ë vérifie l'équation 


(À + B)E = —e, 


où e — (e1/h,...,en/h). En appliquant à & la majoration (5.13) 
et les. majorations pour e;/hk, on obtient 


— 


N 
ur—u ||, <c » k (e;/k}°) ds < 
i=1 


A 


) 


a 


= 


du 


du 
dr dx 


N 
LC ( > h° 
i=1 


az) ME Cch | 


Le? 
. 2 


c'est-à-dire 
lé —u |l2, SO (h). (5.14) 


Signalons en conclusion que la seule condition imposée à x est 
d’appartenir à W,, de sorte que les contraintes sur f (x) peuvent 
être prises plus faibles que la condition (5.3). 

9.3. Schéma d'ordre deux. Construisons ce schéma sous les con- 
ditions suivantes: || f [[y-3 << ©, p (x), q(x) E L«. Dans ce cas, 
comme signalé plus haut, le problème admet une solution distri- 
butionnelle unique u telle que [| u [lw3 < € [| f [ln--. Considérons 
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les fonctions linéaires par morceaux 


E., z €] Li-1o zil: 
pi (= EE —_, TE] Ts, Tiil, (5.15) 
0, x] L'j-js Li+il: i=0, NW, 
Po — Pa 
et cherchons une solution approchée sous la forme 
+00 
u* (x) = 2. a;, (x). (5.16} 


Déterminons les coefficients a; à partir du système d’équations 


—1 — uh (zx) -H2uh (xy,1) — uh (zp,2) 


Œh+1/2 Vh+1 
—uh (xp) + 2uh (xp) uk (xp) 
LL: je 
1 —uh (xp) +2uh (xp) uh (ana) 
T Ah-1/2 ( ŸR 
uk (x) + Quh (25) — uh 
_ UA (xpee) + Se 1) —u Eu) qu", QiLeu = 
= (f, Qejracms k—=1,...,N, (5.17) 
où 
u"(z;)=u" (zu; + j), 10; + 1, 21.4, i—0, 1, “e N 


(5.18) 


Dans [42] on démontre que le système d'équations (5.17), (5.18} 
admet une solution unique a = (a, ..., an)T pour hk > 0 assez 
petit et, de plus, 


du d'u ! Ù 1/2 
(PE, 2) +(auigo vf, Q |” <ellfluze >0, 
(5.19) 
+00 


où ur. e(s)= 2 uiQ, (x) désigne une interpolation de la solu- 


tion approchée u* (z) suivant le système {Q, (z)}, les coefficients 


{ui} étant définis de façon unique à partir du système 
u}, o(zx) =u* (zx), k=0, +1, +2,... D'autre part, 


d° k 
| dr? (Ur, a — Ur, Q) | +iiu— ut || <ch2 If lsyz2 


304 MÉTHODES DES IDENTITÉS INTÉGRALES (CH. 4 
+00 
OÙ Uy,Q = S u,Q,(x) est une interpolation de la solution 
42 — 00 
exacte: 
Ur, Q(Zn) - U (Ts); k— 0, + 1, + 2, .…. 


$ 6. Intégration de certaines équations elliptiques 


Dans ce paragraphe et dans le prochain on applique la méthode 
des identités intégrales à la construction de solutions approchées 
de certains problèmes multidimensionnels de physique mathématique. 
Cette méthode sera mise en œuvre dans sa forme projective, c’est-à- 
dire que les identités dont elle s'inspire seront obtenues par pro- 
jection des équations différentielles initiales sur un système de fonc- 
tions à support borné. 


Définissons le produit direct À ® B des matrices (cf. [23]) 


k io. Tim k Diese 0 
A ROUTE Lars | 
05:20 


rm + +  Emm 


comme la matrice par "blocs 


À @ He res de es : 
_amB Lee Zum B : 

de dimension (mn) X (mn). Citons quelques propriétés du produit 
direct de matrices: 

1)sin est un scalaire, alors(uÀ) ® B = À ® (uB) =u (À ® B); 
D (A+SC=-ASC+BSC; 3) À @ (8 + C) = À @ B+ 
+A@C; 4) À @(B®@C) = (À ® B) ®@ÛC; 5) (À ® BY = 

— ÀT @ BT;6)si À et C sont des (me X m)-matrices et Bet D, des 
(r X n)- matrices, alors (4 ® B) x (C ® D) = (AC) ® (BD); 7) si 
Aet [mn (matrice unité) sont des (m X m)- matrices, B et L. des 
(n X n)-matrices, alors A xB=(4A ®I,) X (1m ® B):8)siAet 
B sont des matrices régulières, alors (À ® B)y-1 = A1 @ B-1; 9)si 
À, - - -» ÀÂm Sont les valeurs propres de la matrice À, Dis. s5"lles 
celles de la matrice B, alors Aus, r =1,...,m,s—=1,...,n, 
seront celles de la matrice À ® B : les valeurs propres de la matrice 
À ® I, + L @ B sont confondues avec les mn nombres 
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kr + 3 10) si À et B sont des matrices hermitiennes (ou hermitien- 
nes définies positives ou unitaires), alors il en sera de même de la 


matrice À @ B; 11) si Az = x, By — By, alors (À ® B) z — is 
ET RE ET) EN AR 
Serbe rm eos nm) 2 = ViL): 


Signalons encore la propriété suivante: si À est une (m x m)- 
matrice, Î.. une (7 X n)-matrice et si ces matrices sont réelles, 
alors les matrices À et À Q Î, sont simultanément définies posi- 
tives. En effet, puisque la matrice À Qi. est définie positive 
en même temps que la matrice -(4Â@ Î,) ++ (À © LY = 


-1(4+47 @i n: les propriétés des matrices symétriques défi- 


nies positives nous donnent : si À Q TA est définie positive, alors 
il en sera de même de la matrice 1(4+4A)@ Îh, ce qui si- 


A CT À à à 
gnifie que À; (<<) >0 et que + (Â+ À7) et À sont définies 


positives. Par ailleurs, si À est définie positive, il en est de 
même de + (À + À T). Donc, À; (A )>0. hr (EE } A, I) > 


> 0 et les matrices +(Â+À7 ) © I, et À @ I, sont définies 
positives. 


6.1. Equation de Poisson. Dans ce paragraphe, on se propose de 
mettre en évidence sur l'exemple de l'équation de Poisson la dis- 
tinction existant entre la méthode des identités intégrales et les mé- 
thodes des différences, de Ritz, Boubnov-Galerkin, etc. Cette dis- 
tinction se manifeste dans le procédé de construction des schémas, 
la méthode de justification de l'algorithme et l'établissement des 
majorations des vitesses de convergence. 

Dans le carré unité Q@ posons le problème suivant : 


2 2 
(+ 7 )=( v, (6.1) 
u [so —0, (6.2) 
L(f, 0) 1 
— Us 0) | 
fly = sup, 1RFEE < oo, vEW;(Q). 


On sait que dans ce cas le problème |(6.1), (6.2) admet une solution 
distributionnelle unique telle que 


lue Cf lys (6.3) 
20—01526 
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Commençons par construire le système d'’identités intégrales. 
Considérons, à cet effet, sur Q un réseau uniforme de pas k — 1/N 
en z = ik et y; — jh et donnons-nous le système de fonctions 

Q Q + 1 LA Q 
{@: (x) Pj (y)}; l,] — 1, . ss 1 i D ou ®:; () — 7 Ÿ (+ — } et 
 (t), une fonction linéaire par mor- 
ceaux (fig. 51): 


1+4, tE]— 1, Of, 


(TZ) 
4 p(t)=# 1—1, t€]0, 1[, 
0, té]—1, 1f. 
L 51 ; Projetons (6.1) sur le système de 


fonctions {œ; (x) p; (y)} dans L, (QG). 
On obtient finalement le système d'identités intégrales 


1 
| P, (y) —u (zijn, y)+2u (ri, y)—u (risr, y) dy + 
h° 
0 
1 
ms 2 , cs , + 
+ | op, (x) u(r, yja)+ LE yj)—u (z, Yjui) 1 — 
U 
= (7, Pi (x) Ps (Y))LAo = fig 
i, j—1,...,N—1. 


Considérons les matrices d’ordre VŸ — 1 et les vecteurs de dimen- 
sion (MN — 1)°: 
rs | : 


A | =, | ° a 
À=— | = 
22 . —1b 


A 9 


es 


f={fish u=quiÿ}, u®=quÿ}, 


u (x. y) Pa (x) dx. 


OL, A 


| 
ui} = | u(z;, y)p;(y)dy, uÿ = 
0 


Le système d’identités intégrales peut se mettre alors sous la forme 


(1 ® À) ut + (4 @ Î)u® = f. (6.4) 


+ 


L'étape suivante consiste à approcher (6.4) par une relation de 
la même forme qui contiendrait les composantes d'un vecteur et 
pas de deux. Pour cela nous avons le choix entre plusieurs méthodes. 
Voici l’une d’elles. On introduit un vecteur u de composantes u;j 
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ordonnées comme ul) et ul*): 


us = (u, pi (x) pi (x))z,on à 1 = 1, ..., N —1. 
Le système (6.4) s'écrit maintenant 


{@AÂ+AÀÂ® Ï)u =f+(1 ® ÀA)et + (A ® Î)e), (6.5) 
où ed) = y — ul, 8%) = u — ul). Si l'on admet que les compo- 


santes des vecteurs ({ @ À) et), (À @ Î) et sont petites, alors, en 
négligeant ces vecteurs dans (6.5), on est conduit au schéma classique 
à cinq nœuds: 


((@A+A@Ï)u"=f, u—{ui;}, (6.6) 
qui en coordonnées devient 


h h h h 
Qui, js, jui je bi jt 
Fe = fijs 


(6.7) 
uÿ ;=uN, ;=u} oui n=0, TT, is NT, 

La matrice À est symétrique et toutes ses valeurs propres sont 
strictement positives. De là et des propriétés du produit direct des 
matrices il s'ensuit que les valeurs propres de la matrice symétrique 


(À ® Î + Î @ À) le sont aussi. Ceci signifie que (6.7) admet une 
solution unique. La solution {u#;} de ce système peut être prise pour 
approximations des valeurs moyennes de la solution exacte {u;;}. 
(Signalons que, sous les conditions posées, la notion de valeur de 
u (x, y) aux points (x;, y;) n’a en général pas le sens habituel, car 
u (x, y) n’est pas obligatoirement continue.) 

Evaluons la vitesse de convergence de u*" vers u. Otons à cet 
effet (6.6) de (6.5); nous obtenons le système 


(1 @A+A@I)E- (I @ A) +(A@Ï)e, (6.8) 
où ë = u — u*. Traitons (6.8) dans l’espace finidimensionnel 
N=1 


h n . 
Li={u—{u;;}, (u, vh. = À Mu lu lo, n = (u, u)»: 
° 2—= 
Evaluons d’abord les normes des vecteurs el). On a 


en = À qu(a) (8) (u (x, v)—u (xs, y)) dr dy = 
Q 


= | Pi (x) P5 (y) dx dy É 
a x; 
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IS | mao drdy | [dr < 
Q Zj_ 
_ ae 7 
EVE () JF Fet), 
Xj-1 Ÿ j-1 
d'où 
N-1 Y je1 ; 
[Le I, à 2 À he | \ + En 
,i=1 ir ji | 


On démontre de ve analogue que 

2 ou 

(2) 115 << h? | — 

[e 2 15 ,<ch | Guy 

Agissons sur (6.8) à l’aide de la matrice (1 @ At+tA®@ 1). 
Nous obtenons le système 

E= (1 @ Î1+ À @ At) tet) + (41 @ A+Î@D)''e2. (6.9) 

En remarquant que toutes les valeurs propres de chacune des 


matrices (/ ® Î + À ® A-1)-1, (4-1 @ À + Î @ Î)7!, donc leurs 
normes spectrales sont <<1, on déduit aisément de (6.9) la majoration 
suivante de l’erreur: 


IE le. » SIC ® L'+ À @ A1) et Lx + (A1 @ À + 
+ I @ Del x I © 1 + À @ A1) [| [1e [le à + 
+ [| (À "1 @Q À + Î © y"! [| 1] e(2) Île. h || e (1) [l2. n + Il e(2) [l2. ho 


2 


L:(Q)° 


sh ou : 
[ua]. Sc] ôx Lao + À | Ôy PA 
donc, 
Que —u# le, à oh lu lo ok 1 f lu (6.10) 
N=—1 
Si l’on construit les interpolants respectifs u,— 2 kRu(z;,y;) X 


N-1 
X pi(z)psy), ui= D hu;;p; (x) y; (y) des fonctions u et 
u* en utilisant he fonction œ(t), on obtient pour 
u, —u; et u—uj les mêmes majorations que pour la métrique de 
l'espace L, (Q) : || u; —ui [re ch |]  Ilwstg 14 — 41 IILa0 < 
< ch Î f Tustço): 
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6.2. Equation de Helmholtz. Supposons que dans le domaine Q = Q LU Q, 
de la figure 52 on pose le problème | 


g°u od°u 
(5 +<)+oue nest y (6.11) 
u | 59 = 9, (6.12) 
où f est soumise à la contrainte 
IG v)l D ” : 
Î lys SP Tols Nvll, < 00, (u, v)=(u, L)L2(Q) I u [= (u, u)l/$, v € Wi (Q), 
et la fonction Q@ (r, . est constante par morceaux: 
+ (x, Q:, 
Q(z, y)= { Qi (x, y)E Qi 
O2; (x, y) € S, 
où @1. @2 > 0 sont des constantes. 
Munisso”s Q du réseau r; = ih, i= 0, 2N,y;=ih,j = 0, 1. , N, 


h = 1/N et définissons les mêmes fonctions {os (x) q) (y)} que : dans le numéro 


Yo°0 


Z,"0 ZyËh Ty Toy°2 
Fig. 52 
précédent. En projetant (6.11) sur {ip}, i = 1, 2N — 1, j=1, 
++, N — 1, on obtient le système d'identités intégrales 
: (1x DAex) ut)+ (4x © fax) ut) + (Qu)=f, (6.13) 
où 
D: 
—. _ 2 —1 
A A 1 EE 
Tv — é Ax a "h2 " , 
EL, 1 —1 2 
ms” 
N-1 
N-1 
2 —1 
. 4 | | 
ANT . Tax = : 


2N-1 
(Qu)=((Quh1ns (Qu}aN-r, 1 oc. (Qui, Mis (Qu}exa, x-1)7, 
= (fans ce, fan, ns -.., . Nr ce, fan, Na), 


(Qu)15 = (Qu, UP). li =, Pip;s) 
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et les vecteurs u() et u(?) sont de la même forme qu'au n° 6.1, mais de dimension 
appropriée. Supposons, pour la suite, que 
u=(uj, copy UsN=1, 19 ces Uy, N=is cos USN 1, x, ujj=(u, PiVj); 
Q=diag(Qiy.i5h  Qiji3= | Q (zx, y) pi (x); (x) dy. 


Q 
Mettons (6.13) sous la forme 


(x ® AenN + AN @ lex +Qhu=f+e, (6.14) 


où € — Qu — (Qu) + (x @ Aox) (u — uU)) + (4j @ Îan) (ùu —uE). En 
supposant e petit et en le négligeant dans (6.14), on est conduit au système 


Aup =(1x @ Asx + AN Q Lex + Q) Uh = fs (6.15) 


dont la solution est prise pour approximation de u. La matrice À du systè- 
me (6.15) est symétrique et définie positive dans l'espace L:, , des fonctions 
2N-1 N-1 


discrétisées muni du produit scalaire (u, tv); — > > ujj;;h® et de la norme 
i1 j=1 
[uni] = (u, u)}/° et, de plus, pour les k petits 


(Au, uh >(y+minQullulf, y=2n?—0O(h)&2nt. (6.16) 
? 


Il est immédiat de majorer u, à priori 


(Au, una =(f, un) IL In Ile ln & RUE (Au, up)4/ se 
À 


” (6.17) 
Qunalas n=(A4un, un)! cl f line 


où c = V(v + min Qu)". 
4 


Pour estimer l'erreur Ë — u — u,, considérons l'équation ÂE = g qui 
peut également être mise sous la forme 


BE = e + RE, (6.18) 
où B — x & AN 5 Âx @ Les gs Qmaxix & Liv), Qmax = Max Q:, À = 
2 


= Qmax] x ® PP — Q. Etant donné que sous les conditions posées plus haut 

la solution distributionnelle du problème (6.11), (6.12) appartient à W1 et, 

de plus, |lu||. .<clflyt alors les majorations ultérieures seront établies 
W 2 


sous cette condition. Comme 
(Qu): —(Qu)iy = 


=| Pi Ur) P(y) Q (x, y) dx dy | Par) P;y')(u (x, y)—u(z", y'}) dz° dy”, 
Si à 
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on a 
x v 
à Run pe (2 1/2 
Quu—Quis<e( Ÿ a | (Elf )e) 
Xp_1  Vj-1 
Donc, 


N(Qu)—Qu ln Sehllu,xe 1 À" (Qu) —Qu) In chu lle 
Estimons le vecteur e, — B-1 (In © À: y) (u—u())=(În Q Îan+Ax Q A+ 
LOmaxln G Ag): (u—u(1)). La matrice Ax (54) A5 + Qmaxin © À2N est 
définie positive, donc || B-1 (Lx ie) Àex) | << 1. Et, par suite. 
Il ea Nr Sllu—u@ |, Lchllull 
On démontre de façon analogue que 
I 8-1 (4x © fax) (u—ut2)) || & ch || u || 


w'4(Q)° 


Who)" 
En remarquant que 
M ÉÈ I AIN É IL I É" I Qmax € LE , 
D Ÿ+ Qmax 


on trouve 


ILE ln Bt lin BR E In & eh lu la +1 BU À NE ln < 


w'4(o) 


<chllu.. +—Qmaz je, 


W2(Q)  Y+OQmax 
Y - Y+ Omax 
Rs h SR : 


On obtient en définitive la proposition suivante. 
Si 0 <Q (x, y) < © et |Ifllyy-1 << ©, alors la solution approchée u, con- 


De vers le vecteur u composé des valeurs moyennes de la solution exacte et, 
de plus, 
Lun —ullx ch] f lt (6.19) 


où c est indépendante de z. 
6.3. Equation de diffusion. Considérons dans Q = Q, | Q, (cf. fig. 52) 
le problème suivant pour l'équation de diffusion : 


(5 rt SE )+ou= (te y (6.20) 
=? a ]=0 pour z=1, (6.21) 
u|;9=0, (6.22) 


où Q et f sont les mêmes que dans (6.11) et p (x, y) de la forme 
P1s (z, y) € 2, 


P2; (z, y) € (2e, 


P1» Pa > 0 sont des constantes. Le symbole [u] représente la différence entre les 
valeurs prises par u (x, y) sur la droite zx = 1 quand on s'approche de cette der- 


P(z, y)= 
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nière du côté du domaine Q, et du côté du domaine ,. L'expression [» a | : 


où n est la normale à la droite z = 1, dirigée vers l’intérieur de Q., a la même 
signification. | 

Formulons la position distributionnelle du problème. A cet effet, multi- 
plions (6.20) scalairement dans L, par une fonction v € W} (Q) et intégrons per 
parties en tenant compte des conditions (6.21), (6.22); nous obtenons l'égalité 


ou dv ou dv 
(= s a )t(rs , 7 )+(Qu, v)=(f, v). (6.23) 
Appelons solution distributionnelle du problème (6.20), (6.21), (6.22) une fonc- 


tion u € W1 vérifiant (6.23) quelle que soit v € W1. Il est immédiat de prouver 
que cette solution existe, est unique et telle que Ill, < c|fly-1. 
2 2 


Considérons le réseau et les fonctions {q; (x) ?; (x)} du numéro précédent. 
Par ailleurs, il nous sera commode d'utiliser les fonctions demi-toits @{*’ (z) et 


Fig. 53 


ps? (2) (fig. 53). On admettra successivement que v — 4 (x) @; (x) dans (6.23). 
Des calculs simples nous conduisent aux identités intégrales 


Év @ AS ut)+ + (An © PE) ue DE (Âx © GN) ul -+ (Qu)=, 
(6.24) 


où Ï N° An, f, (Qu), ul) (ainsi que les Qu employés plus bas) sont ceux de l'équa- 
tion de Helmholtz et les autres matrices et vecteurs sont de la forme 
0 l 
nn à 
- t 
PiAN Î 0 0 
— P1/h? ; 
2 (4 _P1 Pit p2 P2 
AD — 0 0 0 h2 h2 h2? 0 e 0 , 
— palh? 
: 0 ï 
0 h P2AN 
$ 


8 6] INTÉGRATION DES ÉQUATIONS ELLIPTIQUES 313 
Q 


ufr eut 7) ff = | qi ()piy)u(z, y) dr dy, 
Q 
i= 1, ee. 2N —1, j—= 1, ... NV —1, 
Ps, Ps, Pax=— (PSS + P5N) sont des matrices diagonales d'ordre 
2N—4 dont les éléments (P5h);r, (Pr, (Psw)is sont égaux à p1 pour 
IN, à p:2 pour i>œN et (PSS)xn=pas (PSNNN = Pus (PaN)nNN = 
1 
= (p1+ p2). 
Le système (6.24) peut être mis sous la forme 
(Îx © AS}+ 4x D Pex+Q u=f+e, (6.25) 
où 


a 4 k 
e=(În @ AG) (ù—u0))+- (4x © PSN) (u — ut +) + 


1 A A A 
+ (4x 9 P5X) (u — ut, -)) —(Qu)+ Qu. 
En négligeant le vecteur e, on obtient le système d'équations 


Aun=(În ® AS + As ® Pax + 0) un=j (6.26) 


dont la matrice est symétrique et définie positive ; la solution u, de ce système 
est prise pour approximation de la solution u. On établit sans peine la majora- 
tion à priori 


un la=(Aun, un) < c || f lin. 


Il existe plusieurs méthodes de résolution du système (6.26) (cf. [5], chap. 4). 
Attardons-nous ici uniquement sur l'estimation de l'erreur £ = u — uy qui 
vérifie les équations 


Aë=e, 
Bi=e+kE, (6.27) 


E— B-ie+ Br1RE, 


À = Qmaxi\ © Ian —0Q, Qmax= max Qi, 
? 


A 


N © A+ An ps) Pex + QmaxlN pen Lex, 


B— 
A A A A 1 A A A 
Brie=B1(1x ® AM) (u—u()) + BT (4x D PS) (u — tés 9) + 


A A 


{ A A A A A 
NH B”1(Ay ® P5X)(u— ut -))+ B-1(Qu—(Qu)). (6.28) 
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Majorons les coordonnées du vecteur B-le. Mettons la première d'entre elles 
sous la forme 


A 


B-1(În @ AS) (u—u01 =(În © fax + Qmax (x @ A+ An ® Pan) 1x 
X (1x ® AS + An © Pan)! (1n © A) (u— ut). 
Comme 
ll (Ün © fan + Qmax (x ® AS) + An © Pan) 1) 1111, 
1 (x @ AS + Ar ® Pend 1 (În © ASD) (u— ut) la = 
=|| (x @ PzX/2) (In © PLE) (1x © AD + x @ Pan) X 
x (1x @ A) (x © PzX/?) (În @ P4/) (u —uQ)) 11 = 
= || (x © Éd?) (Îx @ fax + Âx @ PH2AG PIE) x 
x (£x @ P 32) (u— ut) ln & ll 4x © Ê54/2 11 7x © PE 1x 
XI Êx @ lin x @ PAPA BU) |] I] à —u00) | 


max p!/? 


i 
<a lu —uO In < ch [ul 
min pi! è 


<chI F1, 
on obtient 
NB (fx © AS) (u— un & eh I f Il 
Estimons le second terme de (6.28) 

< 
h 

A a(i A a (+ 
(ire AN + (An @ PEN) + 


| - B1(4y @ PSN) (u— ul? +) 


1 
<TZ 


++ dx ® PM)" (4x SP2N) (u—ul2, +) |. : 


a 2 1_11/2 A = 1 23 1/2 
=||(Êr @ PR 6451 @ PET ADP EE fr @ fax + 
Hire RTE VE EG @ BEN (au) la < 
<ch| TE <ctfl. 


Le troisième terme de (6.28) se majore de façon analogue. L'établissement 
d’une majoration identique pour le terme 8-1 ((Qu) — Qu)|l} ne présente pas 
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de difficultés. Ainsi, 


Qmax - 
< c £ ne , 
MEN <eel+ 7 pan ll 


y min pi + Qmax 
L 


IEU< ce (RAR 


y min P; 
1 


HEC RES 


Si donc les conditions posées ci-dessus sont remplies, alors le système (6.26) 
admet une seule solution u} qui converge vers u et, de plus, 


fun —uln <chN SN (6.29) 


uz! 
où c est indépendante de 4. 

Signalons en conclusion que la méthode de construction des schémas aux 
éléments finis que nous avons développée peut être généralisée à d’autres pro- 
blèmes aux limites pour équations elliptiques. Signalons, par ailleurs, que dans 
cette méthode de construction des solutions approchées, on peut prendre for- 
mellement pour f (x. y) des « deltas-sources », des fonctions oscillantes Q (x, y), 
etc. Les systèmes d'équations ainsi obtenus pourront être résolus par les mé- 
thodes performantes étudiées dans [9, 12, 27], 


$ 7. Intégration de l'équation de transport 


Soit l'équation de transport 


i 2x 
0 0 s | r | , _ 
pe +n-+ ou = - | dy | u(z, y, Y.w)dt+f (7.1) 
0 0 


avec les conditions aux limites 
u lee = 0, pr; + nn, <0, (7.2) 


où G=tr. y: 0<r<a, 0<y<b},u = Y1—7Y cosy, n — 
= VT—Ysiny, f(x, y, v PEL, ox, y), ox, y), o = 
= — 6 EL, 0> Oo > 0, os > 0, OC > Oco > 0, 0<y<i, 


0 Lv< 21. 0 et ©. sont des constantes, n = (n:, 7,7) est le 
vecteur de la normale extérieure à 0G. 
Ecrivons l'intégrale de l'équation (7.1) sous la forme 


1 27 


4 
_ | dy’ À u dy = D c,Sut#), (7.3) 
0 0 


27 
ki 
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n/2 


1 
L far uteau ve tan. 
"0 


(}) 
u(h) (x, Y; A » Ÿ )=ut(z, y; Y': + (k—1) n/2), 


et considérons le problème (7.1), (7.2) successivement dans chaque 
sous-domaine G X Q, pou ,Sèx = {y, D: 0<y<1, (k—1{)n/2 < 
<< << kn/2}, k = 1, 2, 3, 4. En remplaçant ÿ par + (k—1) x/2, 
on obtient le système Fi équations 


Sut*) — 


4 


ue 


pe 20 Lu TE out = 9, S Sul + ju) (7.4) 
avec les conditions aux limites no 
ut |5c—0, pin, + nn, <O, (7.5) 
où A = V1 — 2 cos (p + (£ — 1)x2), nf = V1 —Y x 


X sin (d + (4 — 1) x/2), u®) = y (x, y, y, + (k — 1) x/2), 
JO = fe, y, v, D + (4 — 1) x/2), 0 << n/2. 

Le problème (7.4), (7.5) se résout généralement par des méthodes 
itératives dont la plus simple nous ‘donne : 


4 
pain) nil sn eh A) ——— “a — + ou ; = 0, D Su? + ft), (7.6) 
= 1 
(k) —0( Con. -L nt) 0 7.1 
Un+1 [oc —=0, Un, -- nn, < 0, (7.1) 


où n = 0, 1, 2, ..., u{X) est l’approximation d'ordre 0, uË) —+ 
— u4) pour nr — oc. Au (n + 1)-ième pas le problème devient 


ou ni du Sr (&) ae 
ci Ji I ° 4 
po) THE 2" +n (h) D Oüun:i —fn k= 1,2,3,4, (7.8) 


u®} loc = 0, pr, + nn, < 0, (7.9) 


A 
où f}) = 0, à Su‘! (1) , 2 fr), 


Chaque problème (7.8), (7.9) correspondant à £ = 2, 3, 4 peut 
être ramené par un changement de variables à un problème sur 
G X (1. Donc on se penchera uniquement sur la résolution numéri- 
que du problème (7.8), (7.9) correspondant à k — 1, c'est-à-dire sur 
G X Q, pour 4) > 0, nt? > 0. Pour simplifier les notations, on 
conviendra de ne pas spécifier la dépendance des fonctions par rap- 
port aux variables p et n, qui seront ainsi traitées comme des para- 
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mètres, et d’omettre les indices supérieurs et inférieurs dans u;41, 
ue @, (1) 

sa ES : À 

En définitive, le problème que l’on se propose de résoudre par 
la méthode des identités Pr s'écrit 


u — = tn + ou = f(z, y), (7.10) 
u |9c = 0, . ny <O, (7.11) 
où u € 10, 1[, n € 10, 11, n° + n° < 1. 


7.1. Position distributionnelle du problème. Système d’identités 
intégrales. En multipliant (7.10) par une fonction arbitraire 


v(rz, Y)E W1 (G) et en intégrant par parties sur G, on obtient 
(u, —n En) +(ou, =(f, v), (7.12) 


où (u, v) = | uv dx dy. En tenant compte de la condition aux limi- 


G 
tes (7.11), on trouve 


b u 
u | u (0, y) vi (y) dy +n | u(x, O)u(x)dr—0, (7.13) 
0 0 


où vu (y) E Le (0, b) et cv, (x) E L: (0, a) sont des fonctions arbitrai- 
res. 

On appellera solution distributionnelle du problème (7.10), (7.11) 
une fonction u (x, y) vérifiant la relation 


[[(u+n y ) + ou? | de dy + 
G 


b 


a 
+u | u®(a, y)dy+1n | u®(x, b) dr oo, 
0 0 


et les égalités (7.12), (7.13) quelles que soient les fonctions v (x, y) € 


€ 1: (G), ua (y) E Lo (0, b), v, (x) € L, (0, a). On sait que telle 
qu elle a été définie, la solution distribütionnelle u (x, y) existe, est 
unique et. de plus, si f et o € L.. alors elle appartient à L, et vé- 
rifie presque partout sur G et 0G l'équation (7.10) et la condition 
(7.11). 

Munissons G du réseau 0 = 2, r1<...<ry1<zx = 0, 
At = Zi — Lis 0 = Yo LL... <'Yyyr-1 L'Yu = d, Ay; = 
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[CH & 
— yj— ÿyj-1 et soient les fonctions 
RE, 2Elzip il 
Pi (x) = H3; ER rE]z;, zul, 
0, zé]zris, Ti+! [; i 1, aN =, 
nn y EJYj-s yjl, 
Ps (y) = ". RTE yE]y;,, Yj+1 [, 
0, yÉ]Yj-1 Yil j=1, ..) M—1, 


où H;; et À, > 0 sont des coefficients de normalisation arbitraires. 
Dans (7. 12). posons successivement v (x, y) — qi (x) p; (y), i — 


= 1,..., N —1, = = 1. M1 — 1. Des calculs simples nous 
conduisent au système d' identités intégrales 


u (£u © Au -+n(4, ® fx) ut? + (ou) == f+ pet) + net®, (7.14) 
où 


A) — R k (k (& k 
ut) = Qu, un, ..., uÿ, MU) us UN) ps eee 


RE 
(ou) = ((ou),,, (ou)s,, ..., (Ou)x-1, 14 ... 

.. (OU)1, 1-1, (OU), m1, ..., (OU)x-1, m-1)", 
Pin diese IN naines Je on en lu 0 


_retb 1 T 
€ "= (e,,; 0, RE | 0, E{, Mis 0, .. 0) ? 


= (e?, «7, ..., efti.s, 0, ..…., O7, 
x {+1 b 
D — 
Uiÿ = | dx | P(y)u(z, y) dy, 
Vÿ42 a 


1_ | dy qitau(z, var, 
AYyj+1 Vj 0 


(ou);; = (ou, pi(z)y; G), li5 = :(x) 9, (y)), 


D) 
1 


ei; — _ la uinate y) dy, 
H°?, 0 
y 


0 
me | dy | pi(z)u(z, y) dx, 
0 0 
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(Ôs5 Ôy sont les symboles de Kronecker), 


= i 1l 
Hz, 
. |__1 | ri. 
A, = Hz | è ( N—1, = | | hrs 
à 
Hxn- Hxy-i — | 
” = 
Hy, 
: ___1 ; 1. 
À, = Hy . M—1, iu=| ‘ .] —1. 
i 1 


Hyy Hour l 


Si maintenant, dans Ce on suppose d'abord que v, (x) — 
= 


V1 (y) = (y), ji = 1, , M —1, et ensuite que cv: (y 
Va (x) = prix), i = 1, [UN — 1, on obtient 
b 
a. y)dy=0, j=1, ..., M—1, (7.15) 
- rs) 
À qe (a) u (x, O)dx=0, i=1, ..., N—1. (7.16) 
0 


Les systèmes (7.14), (7.15) et (7.16) sont composés de relations exactes 
qui sont vérifiées par la solution distributionnelle du problème et 
qui nous permettront d'élaborer l'algorithme de résolution approchée 
du problème (7.10), (7.11). 

7.2. Construction du schéma. L'étape suivante de l’algorithme 
est l’approximation des systèmes d'’identités (7.14), (7.15), (7.16). 
Mettons (7.14) sous la forme 


Au = f +pet) + met + 80) + 8) + et), (7.17} 


où À =u(Îx ® A1) +n (4 ® is) +0, © — diag (ox), oy = 

= (0, Ps (y) pi (x), 11 ns M — 1, i = 1, Here = Le 
e®) = (u — u(), C1 = LL sr © À), ES) — ou — e. ets) — 
=, (u —u®), C,=n (4; ® is), u'—= (Uy, Uaye ss Ur, 1s see 


ne U1, M -1) Uo, M-1l) “rene Un-1, M 1)", U;j _. (u, Pi(x) p(y)), et 
considérons une approximation élémentaire des identités (7.17) qui 
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consiste à remplacer les vecteurs ul et ul® par u et à négliger les 
vecteurs etl), el? et ef. Ceci nous conduit au système d'équations 


Au) = f, (7.18) 


dont la solution ut") est prise pour approximation du vecteur u 
construit à l’aide de la solution distributionnelle exacte. 

La solution de (7.18) se détermine à partir de relations qui sont 
la transcription de (7.18) en composantes: 


uh 
MEL n fi. j Lu, ui, 1 
(7 SA y, + 61) ul, = fi + Te — Hy, ? 


ou, ce qui est équivalent, à partir des relations 


u/! 
i- i, 1 
(tn Ai +n Ses) (je u]7, (A9) 


a … N—1, j=1,..., M—1, 
où l'on pose 
uh.=0, ui =0, i=1,..., N—1, j=1, ..., M—1. 


Ceci achève l'élaboration de l’algorithme. [1 reste maintenant à le 
justifier, c'est-à-dire à étudier les problèmes d'approximation, de 
stabilité, de convergence et les propriétés des matrices. 

Soit l’espace L' muni respectivement du produit scalaire et de la 


norme 
N-1 M—1 


(u, V)n = à px H>H yjuiis: 
Iullr=(u, u)}/° 


et étudions les propriétés des matrices Cy C, et À: 


| ce 
Li=h | | 
Cit-1, 1-1 
= i _ 
Hz, 
1 1 
= Hxe Hxs 9 


1 XN—1 Hxn-4 — 
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in 
—Cr CE 
C:=n u ar 9 
L —Cii-1,m-2 CM-1,M-1 
4 
Hy; 
HS 1 = Cÿ = us , 
1 
Hy; 
À; 
s À, À 
À Be 21 22 : 
L An-1,M-2 Àm-1,M-1 
H u L r 
1, 
Hx, H,; RE J 
à u ; 
Ajj= Hx, . , 
p H 1 
—— a ON _ 5 
L Hz Hxn-s  H “eu : al 
sn 1 
Àj,j-1 = a” 9 j=1, ... M — 1. 
__n 
Hy; 


Prouvons les relations suivantes qui expriment la définition 
positive des matrices: 


(Êw, vh> PES [lo IIR, d=r— 0 (hi), 


nhi d 
(Cw, > Ilv Il (7.20) 


(év, ns{a (t- +) +6 Ji 


où k,.=a/N,h,=b/M, Go= min Oyp H,=max H>, Hy=max H,,, 
i 


21—01526 
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M- -1M-1 , 
(Ci, vh = À 4, > LAB: à (Ci)is, ni vu) Vi = 
-1M-1 , h 
= ns Hys FA H, (5 à (Znr)su (Ai)an our) v1= 


N-1 N-1 
ne 2, # di 


2 Hx, 2 (ArntayZ 5 = 


Etablissons la _— d’entre elles. On a 


ER 

= H PAROI 
#4 A, (CNITANIAT 
M-1 


A n M—i 
= » H,j(ävs 1) 9 

J=1 
où 


À 
TM 
x 
LE 
LES 
TS 
PR, 
ve 
—- 
D); 
de 
7 
; 
G 
LS 
mm” 
ÿ 


N-1 
U,, Uyo= D) Liv 
( J? #)2 Ft 1j" 499 
1 = ee 
2 1 Vi 
4 — e N— À: UV} us 
° _14 1 LUN-1,5 
Comme les valeurs propres de la matrice 
: — 1 
Ai + Aî= ° : e 
—1 
—1 2 
sont explicitement connues et, de plus, 


min À;(4,+ 4) >hd 
pour h,—=a/N assez petits, alors 


M-1 
(C: V, U)} 


pe 


_— ju 
yy D vi Hz; 


T7 7 l V Ire 
1=1 


j=1 
Les autres relations (7.20) se démontrent de façon analogue. 


un calcul direct, 


La matrice À étant triangulaire inférieure, il en est de même 
de À-2. L'inversion de la matrice À ne pose pas de problème et, par 


on s'assure immédiatement que tous ses éléments 
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sont =>>0. On déduit, par ailleurs, de (7.20) que 


{—1 < LE nhi | eo 1 : 
MA ET (+2) 2+ 00 | <——. (21) 


Ce qui précède entraîne le 


THÉORÈME 1. Pour tous Az;, Ay;,, H,, H,,i=1, Nil 

j = 1, M —1:1)1l système (7.18) admet une So bition unique 
u(h) : 2) un) vérifie la majoration à priori 

Hu |, cf Ilan, (7.22) 


où c << 1/00; 3) sif (zx, y) > 0, il en est de même de toutes les compo- 
santes de la solution approchée u) 

Etudions l’approximation de la solution sous l'hypothèse que la 
fonction f est indépendante des variables angulaires et o = const > 0. 
Supposons, par ailleurs, que f (x, y) et la solution u (x, y, y, v) 
sont bornées et appartiennent à l’espace W£ (G X 1), & € Ï0, 1Ï, 
muni de la norme 


(z—z')}+(y—y'>1+ 


lulye=(T à (ér(S {esp pen BE, 
0 0 G G 


, , ” 1/2 
x dz dy da" dy" + (lu(z, y, v, Ÿ) l°az dy] 
G 
ou (si y=cos Ÿ, u(r, y, Y, Pæ=ul(z, y, Ÿ, Ÿ)) 
x/2 x/2 


I lys = æ | “no an ([ Fx 


lai LA Ÿ, Ÿ)—u(z", y' , Ÿ, v) 12 dr d dx’ d , 
(Gr += RS LEE 


+Qiu( vo prazd]". (723 
G 


Supposons, par ailleurs, que f (x, y) et la solution sont prolongeables 
à R° X Q: sans perte en régularité et que les prolongements ü et f 
vérifient l’équation 
ou du Fr 
pe +n TS +ou=f, (x, y)ER?. (7.24) 
Signalons que si & € ]0, 1/2, il est possible de construire ces pro- 


longements en posant = 0 pour (r, y) ER? Get en prenant u 
égal à la solution de l'équation (7.24) dans tout domaine convexe 
contenant G avec la condition (7.11) sur la frontière de ce domaine. 


21° 
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Posons (dans l'unique souci de simplifier les notations) Hz, 
= H,, = Az; = Ay;y = h. Il est évident aussi qu’en construisant 
le svetone (7.18) on peut prendre pour u,, les quantités suivantes 


uy= | U(z, y, d, 1) (x) 9, (u) dx dy, 
G 


où Ù (x, y, Ÿ, vw) est une fonction qui est définie plus bas. Le vecteur 
erreur € a pour composantes 


: ( (2) 
Ey = €} +eÿ, 


où 
ct Ujj—U;_4 ; Ujj—u; j_ 
ei = pe — << LR — = 
0@i (x) j (y) 9@i (x) Ps (y) 


—OU;,;—0 (U, m (x) Pr (y)). 


Evaluons le vecteur eg pour la norme suivante: 


1/2 N-1N-1 


lelh=( 4 v sind >» » hi; dd)”. 
0 


i-1 J7=1 
On a la proposition 
THÉORÈME 2. Le vecteur & vérifie la majoration 
ele |inal", 


où la constante c est indépendante de h. 
DÉMONSTRATION. Exprimons e;; en fonction de u et U: 


ep —u (L', pi (z) p; (y)) CL Pi-1 (Z) P ON L 


Lin (U, pi (x) Ps WC Pi (2) Pia (y)) 


ES 9Pi (x) Ps (y) 9@i (x) Ps (y) 
où (2, . D ox 1 ôy ". 


Si l'on tient compte des propriétés de la transformation de 
Fourier 


@= + (o(z, pe-ihe-ut drdy, E=(Œ, E) 


R: 


8 7] INTEGRATION DE L'ÉQUATION DE TRANSPORT 325 


et du fait que 
De A A 
Pa (2) Pay) = on (E) F (AE) @ (AE), 


1 ; _ 
Op (E) =— x e” ER p— içalh ; 


 (t) = sin? (4:2)/(1/2)2, 


on obtient 
y = 0 »_Pi (2) Pj (y) — OU: pin p;G) 
+ + Pi (x) P; a — (C, qi(x) Pj-1 (y) 
— (its, DE 0. 4) Bu @ 6 Evn 6 EL) dE 


R:? 


où s—{(u, 1), (s, &) = ué, + në. _ 
Soit T={E: —n<Eh<n,i=1,2}. Prenons pour U (zx, y, Ÿ, y) 
une fonction dont la transformée de Fourier est de la forme 


Ü (E, Ÿ, p=à Us (0, 1) wu (E), 
Uu(®, 1)= (5) UE. 8, 4) ou (E) dé. 
T 
Alors 


. eh ne it) à 
el — FER ne D €, 8, ÿ)— 


—i(s, DU 0, 4} ou (Œ h)e (Eh) dE iv + + Ti, 


DJ 


ou 
—e"ish)En({—e-iss Û , el 
I = mme jséans — i(s, pulx 
x p (8,2) p (Eh) ou (E) dE, 
Dr 15h = —i$h . A À A — 
1? = ( [Een e à Uo (E,h) (1) (Eh) Op dë, 


RIT 


It | Lits, DU, 6, 4) (in) 9 Eh)] ou (® dE. 


REST 
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Comme Ü =u pour EET et que 


1 — 1314 ee — 16h : n 
ee —% (s, Ë) = | UËif: (7 h) ES nEz/2 (E2 h) | k, 


où f, et f, sont uniformément bornées en E et h, alors w,,= 
= kh° JR 2x1)? sont les coefficients de Fourier de la fonction 


w= h(uEf: + nEf) à u(E, Ÿ, 1) P (Eh) P (Eh) EL, (T x Q,) 


développée en série suivant le système {o,}: w= >; wo (Ë). 
R, L 

Les propriétés des séries de Fourier nous donnent 

N=-1 N-1 


D DRE D) D, RS [2— 


41 J—1 &=-00 [——-0 


= (a) | Iw(, 6, pPa<cn | (uE+nE)lU(E, 6, 4) PE, 
T T 


x/2 7/2 N-1N-1 
| dp | sind D D II |2d0< 
0 0 R=1 I=1i 

1/2 n/2 


<ch? | ap x | sind 40 E+NEM ILE, 0, ÿ) 248. 
0 U 


Comme s est solution de l'équation (i(s, E) +0) Her (z, y) ER, 
il vient 


2/2 n° N-1N-1 
+] a | sin ü dé >) D RIIWI< 


k=1 1=1 


ie 7e 3 2)2 3 
<a Ÿ de [ anoc [qe 
U 0 


Une intégration par rapport aux variables angulaires * ) nous donne 
JO<ch? | 111 Œ à) 1-1 FC 12 dE, 
T 


*) Proudnikov A., Brytchkov Y., Maritchev O. Intégrales et séries. M., 
« Naouka », 1981 (en russe). 
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où 
La ee Be) = ppp (ARE + (EE) GET + 

HE (EE) ŒHEEE) In Et GE) (+5). 
Des inégalités élémentaires nous conduisent à 
11 Œv &) 1e (+2) + 


+clEkl [in À 
LEP=BLE. 


<c(1+186/2)In(i+léf?), 


Donc, 


Ju Gene À (141812) In (14181) 17 18: 
T 


Mais si EET, alors [Eh| SV 2x, |In(Â+ | E[2)<c(1+|Inhl) 
et, par suite, 


Joe [ (+181) A+ 1inRl) 11 FE 
T 


See lnn| [A+ TER FOIS, 0<r<1. 
En remarquant que 
NF page, = | CLHLE 12) 17 © PSE cf lRyogo: 
ges) — | 


on obtient 
JL A? In h 2 


Evaluons maintenant la quantité 


x/2 x/2 N-1N-1 
J®= | dp js sind do D D A|IY [2 
0 0 R=1i I=1 


La substitution 


EE +2nm,/h, EE +2nmih, |m|>1, (7.25) 
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nous donne (pour Ÿ=f—ou, m—(m,, m.)) 
mr=f>x(-n(r+2, s)u(r +2, 0, y x 
T m 


x p (Eh + 2nm,) p (Eh + 2nm,) ou dE’, 


N-1N-1 | 
3 m1 re (]3 (a (r+ 


Remi l=1 


cafe +, 0, p) (Eh 2nm) à Eh+ 27m.) | a = 


m . 
, s) x 


=c{|5F(r+2%, 0, +) 0 Er+20m) 0 En+2nm)|'ar < 
T m 


<| >IF (+2, Ÿ, +) F> | p (Eih + 21m 
T m 


x 3 16 + 2m late [ 3 |F (+ 9, +)[°æ= 


ze | 1FE 9 pra< 


RINT 


con | FE 0, D PA+IEN Œ< 


RIT 
<h® | (FO ISHIZ, 0, 1) 1°) dE. 
RINT 
Donc, 


JO <ch (If Ave + Ilu ye) LCR. 


Dans le cas de /f} la substitution (7.25) nous donne: 


Lu 1h 


1 — y | pute "4 )EnE— € x )ÿ (£ 


m T 


+ 


x p(Ëh+ 2nm,)p (Eh + 21m) wu (E') dE’. 
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Comme Ÿ (+24, 0, y) =U(E, 0, #=ûE, 0, 4) pour 
&"ET, il vient 


1—e- ibn 1—e-h)2., NS 
= [Ce En D 5 €", 8, DE) ou’, 
T 


où 


D(E)= D'pEh+2nm,) D q(Eh+21m.) = 


ma: Fa 


ant (3 (Han) 7) (3 (ÉÉ 


m1 Ma 


<e sin? Et sin 4 Çe | Eh [°. 


j)< 


Donc 

N-1N-1 1e iêtn {—e”issh) = 12 

> > R2| 7? [2 (2x)? | D | [D FPE < 
re l=1 T 


c [IE (CS, Du +1 pEif+ née [222 | 217) dë, 


T 
1/2 xt/2 N-1N-1 
JD = | db | sinbdô D DA] [< 
0 0 R=1 lei 
TR 2 2, (init a 1e 
<e Ni æ | sin 0 40 | RE ((s, ben 124 ÉÉEERCUL) di < 


<ch°® | In k || {lle 


En regroupant les majorations de J'!, J® et J®), on obtient 


x/2 x/2 
hk? | dp | sind |e} Pd8Lch“*|Ink|. 
=11=1 O0 
La démonstration de l'inégalité 


N-1N-1  x/2 x/2 
>» > ke? | dp | sin Ü Le |? dé<ch°° 


k=1 1=1 0 0 
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ne présente pas de difficulté. On peut l’établir en reprenant, par 
exemple, certains raisonnements de l’article [45]. Le théorème annon- 
cé résulte des deux dernières inégalités. 

Supposons maintenant que u- est un vecteur dont les composan- 


tes uj; — (u, pi (x) ps (y)) sont les valeurs moyennes de la solution 
exacte du problème étudié. Alors la majoration || ur — u ||, < ch® 
et les théorèmes { et 2 entraînent le 

COROLLAIRE. Le vecteur u(*) converge versu- pour h—0 et l’on 
a la majoration 


fur — 4 |, <ch* | Ink |12, 


où la constante c est indépendante de h. 

7.3. Schéma à l’ordre deux. On admettra ici que le réseau est 
régulier en chaque variable x et y: H, — H,., H,, — H,,. D'autre 
part, on étudiera les erreurs d’approximation sur une classe particu- 
lière de solutions régulières, en admettant aussi que © (x, y) est 
régulière, ce qui permettra d'appliquer la technique des séries de 
Taylor à l'étude de l'algorithme. 

Soit 

T 

U = (Mis Ways es Unes. go ces Us, Mir Ur, Ms cer UN, M1) ? 

Ujj=U (x, UNE i= 1, 9 N —1, ] = 3 +. M —1, 
CL 1 — 3 = 


By = ; M — 1, Br = -N —1. 


un 
2 2. e ! 


Mettons le système d'identités (7.14) sous la forme 
u (ln ® À3) (ne @ Bx) u + n (42 ® Îw) (Bm ® Îw)u +ou = 
= fouet ne Lu {x © À) (ne © Bw)u—u"] + 
+1 (4, @ Î y) (2 © Î y) u —u*] + ou — (ou), 


où f'—f+8g et le vecteur g a pour composantes g;,=f(2o; Yj) X 
X Ôu/2+ f (Zi Yo) Ôn1/2, Ou, ce qui est équivalent, 


(u (Ta  ÀBw) +1 (4Bu ® În)+Ou=f+e, (7.26) 
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ou 
e= pet + net + p (fie © À) [(Ëu © Br) u — ut] + 
+n (4: @ Êw) [(Bw @ Îw) u — ul] + ou — (ou), 
= (Eggs E2gr ++» EN 49 ++ es Eg, Ms 2, Ms ce 0 En, M) : 
laser ion 
D 1j 2 1, j 2 1-1, j 2 i-2, J 
A 


Se )— 3 Ne | 
(5 j D Hi, J1 (5 Ui, j—1 2 dl. j-2 
PS 


— (nn qi (0) ps (%)) + ous — (ous. 


Si l'on admet que e;; sont petits, alors, en négligeant € dans (7.26), 
on obtient le système 


Auth) — fu), (7.27) 
où À = (Îy ® AB) + n (ÀeËm ® In) + 0: la solution de ce 
système est prise pour approximation de u. 


La matrice À de (7.27) étant triangulaire inférieure, la quête de 
u(*) ne pose pas de problème et les composantes du vecteur peuvent 
être déterminées avec les formules 


PT AP +CE (out, s 5 ul) + 


+ (etats) ](eut +) 028 


où l’on admet que uÿ;=u") ;—0, j—=1, ..., M—1, ufr — 
=uf")_,=0, i=1, ..., N—1. 
Il est immédiat de prouver les relations de définition positive 


ES À à HS 
(Lu © ABn)v, vh >= ||v|f, 


r'H3 - 
+ (lv IR, (7.29) 
A L nt J \ a 

Go, > (+ (4HE + n45)+0) Ilv Il. 


Ces relations nous permettent d’établir sans peine la majoration à 
priori 


(AB ® Êw) 0, va > 


Fu 1 <e 1110 In (7.30) 


d’où il s'ensuit que u(*) dépend continûment de f. 
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Estimons l’erreur u — u("), Remarquons que si la fonction v (x, y) 
est assez différentiable, alors 


Lo, pa (x) ps (y)) —v (x;, y) ISO (A7). (7.31) 
En effet, 


@, p:(z)ps(y)) —v(x;, y) — [o (z) ps (y) (x, y) —v (xs, ys)fdz dy = 


= oi os) (ver v)+ (22) Sex y) + 


G 


+ (y — y) À (Ki, y) + Eiy (x. y) —v(x;, y;) dx dy = 


— | P: (x) P5 (y) Ex dx dy, 


G 


où Ë;;(z, y) est une fonction telle que |Ë;;|cH°. Donc, 


Lu, qips) — v (ri, y) 1 < O (H°). 
Etablissons pour &;; des inégalités identiques à (7.31). Aux termes 


de (7.31), on a 
|O;;u;3 —(ou);; |<O (A?), 


0 te) Ge) ô 
| (us +ne , qips) = (ue (a y) + ds (ti: yn|<O(A?, 
d’autre part, 


3 1 
7 Mi 2ui-1, + 7 Ui-2.J 2 


Hx : He | P: (y) dy | Pi (a) | Su(z, y)— 


— 2u(z—H,, y)+su(r—2H, y))dr= 
b 
=#| Ps (y) dy qu (2) (5 (x, y)+O(H2)) dx 


=p (xs y) + eO (HE), 


3 1 
Z Hu. ja te ui, j2 
EH — = (Z4, y;) + nO (H), 


donc, pour i, ji 
Le 1 <O(H®). (7.32) 
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Si i=1, alors 
3 1 
2 4j — ui + U1j 
Fo 
—h {5 9 1 O(H.\ = 
= 7 (ua vs) —2u (co, V3) +5 u (zu V5) + HO (H.) = 


3 1 
= 7 (zu Go) + ue v)) +40 (42); 
en posant 


pu (x, y;) = uu (to, ys) — Hu = = = (Los Y5) + UO (H3) = 


=0— Ha (f (or 93) —1 5 (for V3) —0 (50: V3) U (os V5)) + 
+ O0 (42) = — H;f (xos y5) +UO (H°), 
on obtient 


3 1 
3 Mj—2uoÿ + U-1J 


H> Hx 


Su (au Up) — 7 / (Go ÿ3) + HO (Ha). 
Donc, 
Lester SUO(H,), j=1, .., M1. (7.33) 
On démontre de façon analogue que 
Len +gnl<nO(H,), i=1,..., N—1. (7.34) 
Majorons maintenant l'erreur Ë =u — u(h), À cet effet, multi- 
plions les deux membres de l'égalité AË — e + g scalairement par 
le vecteur £. On obtient en définitive les relations (AË, £), — 
= (e +8, En, (AE, Eja & (À, Es = (e +8, Eh, où 
En _— 
4H 4H, 
6A=uly @ Le : +" “ie © 
Ts 2H, 
@ În+ + (Lu ® Îw). 
En observant que 


(6 AE, E), <(e + g, En = (04"1/2(e + g), SAVE), < 
LI 8A42 (e +8) In 1 8 A1/2E [Ia = (6°! (e+ 8), e +84" (BA, 8), 
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PER L(OAE, Ex (OA! (e +8), e+8)n = 


N-1M-1 N-! 
Eu+eu) 44H} 
=D Dé) on + 


ii Ji i=1 


M-1 
(e15+ 819) 4H2Hy 


+ 2 CoHx+u D dE 
?2= 


Ml ntO(H?)4H.H3  "S" pO(H?)4HLA, 


D CoHy+n + 2 Coxtu 
<O(H:)+ 0 (H;)+ ÉO(HS)<O(H9, 
on obtient la majoration 

Lu — ut ||, < cH*, (7.35) 


où la constante c est indépendante de X. 

Signalons en conclusion que les algorithmes de résolution appro- 
chée étudiés plus haut peuvent être directement étendus au système 
d'équations intégro-différentielles (7.4). Ceci étant, les principaux 
résultats établis dans les n°5 7.2, 7.3 restent valables dans ce cas [40]. 


$S 8. Formulation distributionnelle de la méthode 
des identités intégrales 


Dans ce paragraphe on énonce la méthode des identités intégrales 
dans une forme assez générale au sens qui a été défini antérieurement. 
On exhibera simultanément des exemples illustratifs simples. 

8.1. Algorithme d'obtention des identités intégrales. Soit dans 
un espace hilbertien À l'équation 


Au + Bu=f, fEH, (8.1) 


où À est un opérateur linéaire (généralement non borné) de À dans 
H, de domaine de définition D (A) € H dense dans H et de domaine 
de valeurs R (4) = H, B, un opérateur linéaire, symétrique, borné 
dans À, D (B) = Het R(B)= H. On admettra dans la suite que 
les opérateurs À + B et B sont H-définis: ((4 + B) v, v) > 
> vllulé & ED (4), (Be, > vu IF, v EH, > 0 et que 
l'équation (8.1) admet une solution unique u € D (À) pour fE H 
donnée. 

Considérons un système de fonctions linéairement indépendantes 
{p:} dense dans H. Désignons par H$" l'enveloppe linéaire du systè- 


me {ÿ;}. Projetons l’équation (8.1) orthogonalement sur HP 
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On obtient en définitive le système d'identités intégrales 
Au + (Bu, hi) = (,), i=1,...,N, (8.2) 


où AMu = (Au, VW). 
Il se peut que l'opérateur AN) qui est défini par le système d'opé- 
rateurs AM : 


AM Z{AN, i= 1, ss N} 


possède un domaine de définition plus étendu que D (A), auquel cas 

on pourra le prolonger, c’est-à-dire construire un opérateur A(N) tel 

que D (AM) = D (AW) et Au = Au pour u € D (AN). 
Désignons par 


AMSLAN, j= 1, N) 


= N - 
le prolongement de A"), D (AN) = n D(4). Signalons que si 
i=1 


vED(A), alors, par définition du prolongement d’un opérateur, 
on aura 


AMv= Av = {AM y, i=1, ..., N}={(4u, vb), i=1, …., N} 


Si v € D (AM), mais vé D (A), alors, dans le cas général, on ne 
peut représenter AN) par un ensemble d'opérateurs {Au} — 
= {(Av, i)}, en revanche ou peut le faire uniquement par un systè- 
me AM) qui n'est déjà plus justiciable de la représentation 
(Au, Vi). 

Par hypothèse, u € D (A) et AM = ANu, donc le système 
(8.2) est équivalent au système 


Au + (Bu, Ÿi) DE (f, Yi), L — 1, ._ N, (8.3) 


qui sera dans la suite le principal système d'identités intégrales. 

On se servira notamment de ce système pour construire la solu- 
tion approchée, ce qui nous permettra d'utiliser des fonctions de base 
n'appartenant pas à D (4), autrement dit, on peut chercher une 


solution approchée sous la forme uy = D a;q; & u, où les fonctions 
m1 


p, ne peuvent appartenir qu'à D (AM). Ce procédé de construction 
de la solution approchée à l’aide de {;} sera appelé approche projecti- 
ve dans la méthode des identités intégrales. On peut tout aussi bien 
se servir de l’algorithme classique d’approximation des expressions 
figurant dans (8.3) par des relations aux différences et des formules 
de quadrature. Cette approche sera dite approche aux différences. 


336 MÊTHODES DES IDENTITES INTÉGRALES (CH. 4 


EXEMPLE 1. Soit dans H = L, (0, 1) le problème 


—T+tu=f(x), f(x) EL (0, 1), (8.4) 
u (0) = u (1) =0. (8.5) 
Pour domaine de définition de l'opérateur À = —d°/dx° on prend 


l’ensemble D (4) ={u:uE€ 7 (0, 1), u (0) = u (1) = 0}. Dési- 
gnons par B l'opérateur Bu = 1-u 
Soit {W;(x)} un système Fe fonctions linéaires par morceaux 


IE , ZTE]Z;-1, z; |, 
Vi (x) = Fr <— » LTE]Ts Lits (8.6) 
0, zé] Lis Lis 


zi=ih, h=A/(N+1), i=1,...,N. 


Projetons l'équation (8.4), qui peut être mise maintenant sous la 
forme (8.1), sur le système {ÿ;}. On est alors conduit à (8.2), où 


APu= (Sr, ), (Bu, bi)=(u vi), 


(u, v)—{(u, v)r,(0, 11° 
Si l’on intègre par parties dans Au, on obtient 


au (Se. #) 


dx * dx 
FO du dv du avi T at Fu À 
= A u avi Cr Rte PUS 
a | dr dx dx + Ts dx — dz kh? ax dz hi az 
Xj_1 X1—1 x4 
< ne (ti) u (ai) __ —u(zi-r) Hu (zi) — u (zu) 
— h2 h? Vus h3 : 


Cette expression a un sens non seulement pour les fonctions u € 
€ W° (0. 1) qui sont manifestement continues, mais aussi pour les 
fonctions qui sont continues par morceaux avec d'éventuelles dis- 
continuités de première espèce non confondues avec zx;, à = 1, 

N, et nulles pour x = 0 et x = 1. Désignons par D (A) 
l'ensemble de ces fonctions continues par morceaux et prenons-le 
pour domaine de définition des opérateurs 

—(N —u(z;- 2u (zr;)—u(z : 
A! y — Ein PE 1) Gi) i—1, .. . N. 


Il est évident que D (4) & D (AW) et si u € D (A), alors Au 


= ANy = (—du/dr!, W;). L'opérateur AM = {Af N'oi=1,... 
, N}est le prolongement de AM et son domaine de définition 
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D (A) contient non seulement’ D (A), mais aussi l’espace W: 
qui est confondu avec l'espace énergétique engendré par l’opéra- 
teur À. 

Ainsi, le système d'identités intégrales (8.3) pour le problème 
(8.4), (8.5) avec des fonctions 1; de la forme (8.6) s'écrit 


—u (ri) +2u (x;)— u (ti) : 
Re ci U, — , n , i= 1, ..., N, 
U (Xo) =u (zx+) = 0. 


8.2. Méthode des différences d’approximation des identités 
intégrales. Appliquons l'approche aux différences à la résolution 
approchée du problème à l’aide des identités intégrales (8.3). Munis- 
sons, à cet effet, le domaine de définition des fonctions d’un réseau 
et définissons les fonctions suivantes : u,, projection de la solution 
exacte sur le réseau, u}, solution approchée du problème. On admet 
que u, et u" sont de mème dimension {V. Définissons les approxima- 
tions suivantes pour les termes de (8.3): 


N N 

CN TN 5 

À! u= > Aÿun,;—+e;”, (Bu, = 2 Brun. stef, (8.8) 
J2—= ra 


où € sont les erreurs d'approximation. Soient A, —(A4%), 


£ T k 

Bi=(Biÿ),. f=((f: hs... (fs Pn)), ee = (ef, ...,eV)"; le 
système d'équations pour la détermination de la solution dis- 
crétisée approchée u" est alors de la forme 


Aju* + Bju* == Le (8.9) 


Introduisons les espaces suivants: À, ,, espace des solutions, muni 
de la norme ||: |. , et H,, muni de la norme || : ||,. On peut dé- 
sormais appliquer la théorie générale des schémas aux différences à 
l'étude de (8.9). Aux termes de cette théorie, si le système (8.9) 
admet pour tout Ÿ une solution unique telle que 


Lu ln, à CUT In (6.10) 


alors les solutions approchées u* convergent vers u} lorsque V —+ co, 


sous réserve que soient remplies les conditions d’approximation sui- 
vantes 


ED In Le (N)—+0, [en es (N) +0, N —+ co; 


? 


(8.11) 
ceci étant, 
ut —u, hi, n < O (1 + ee). (8.12) 
Signalons que contrairement aux traditionnelles méthodes des diffé- 
rences (qui n’impliquent pas la projection de l'équation initiale 
2201526 
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sur H }\, l'approche envisagée ici donne lieu à une approximation 
des identités intégrales (8.3), grâce à quoi la justification de l’algo- 
rithme exigera éventuellement moins de contraintes sur la régularité 
des solutions de l'équation (8.1). Cependant, la principale difficulté 
des méthodes des différences subsiste, savoir qu'il faut construire 


AP et BB de façon à obtenir une bonne approximation (8.11) sans 
compromettre la stabilité au sens de (8.10). 

Signalons, par ailleurs, que si les approximations (8.8) sont réali- 
sées, il est possible que ef” — 0. Dans ce cas, il faut estimer ef, 
ce qui en principe est plus aisé et implique des contraintes moins 
restreignantes sur la régularité de la solution exacte de (8.1). 

EXEMPLE 2. Illustrons l'approche aux différences sur la résolu- 
tion approchée du problème (8.4), (8.5) par approximation des iden- 
tités (8.7). Soient 


un = (u (x), . .., uw (znx))7, u* = (ur, . . ., Un), 
Alu = A;,;-qu (xs) + Ajsu (x) + À; ;4u (ti) = 
— 4 (min) Fu (5) = u (is) 
= T3 : 


c'est-à-dire que &’ — 0. Pour simplifier, on approchera (Bu, 1;) = 
= (u, Yi)z,ço. 1 par la formule des rectangles. Il nous suffit, à cet 
effet, d'admettre que le problème (8.4), (8.5) possède une solution 


distributionnelle appartenant seulement à l’espace W1 (0, 1). Alors 


(Bu, ÿ;)=u (x;) (1, Wi)+ef = u(zx;) + ei, 


a 


où 
X{+1 x : 
‘ u ’ 
je” 1= 1, b)— (es), b)1=] | hits | Sas |< 
X{_1 x 
Le la, 12 
(73 AT u 
< | [rev (| [El éz) 
Xt1 Xj-1 
Le système (8.9) s'écrit ici 
—uh +9uh— uh 2 
4-1 Li é+1 h — : d À 
pr tui=}, fi J'en z (8.13) 


h h : 
Up —=Un+1—=0, i = À, Las N. 


On sait qu’il admet une solution unique. Les {u?} que l'on pourra 
déterminer, par exemple, à l’aide de la méthode de factorisation, 
peuvent être prises pour approximations de {u (xi)}. 


& 8] FORMULATION DISTRIBUTIONNELLE DE LA MÉTHODE 339 
Définissons l’espace des fonctions discrétisées 
Hy=Li,n={u*: (u*, dns D hufuè, [Lu 11, =(u?, u*)3/3), 


H,.n=W} a fun: (u”, be 


N+1 pl 


= 3 mtt+ 2 à (Hs) (ÈS 


z j h h 
| » Vo = UNI = U0 = 
1/2 
= UN+1 —=0, || u” Il 5,1. h—= (u*, ui. x} ° 


En multipliant chaque équation (8.13) par u? et en sommant les 


résultats avec un poids À, on obtient 
2 
Hu ls, n= (fs was 
2 
d’où l’on déduit les majorations 
2 h 
Ir u (Lea, à I 7 Un 112 Ia LUF Un TU Isa no 
2 2 


Nu gg, s I Il 


Comme ef? —0 et 


N 
[et 11, = (> he” re)" < (> 9p2 ie far) < 
et X{_1 
<ch — —O(h), 


on est conduit, en vertu de (8.12), à la majoration de l’erreur 


Le <O (h). 
ut —u |lpg,» SO (#) 
EXEMPLE 3. Soit dans l'espace A = L, (0, 1) le problème 


+ pa =f(a), 

u (0) =u (1) =0, 
où O0 < po < P (x) Pur Pos Pa = Const, p(z) EL (0, 1), 11f lys! = 
= SUP {1 O, v)zco.n 1/11 v Ils }, VE W;,v=#Æ 0. Il est évident que, 


vu les conditions portant sur les données initiales, ce problème est 


11% 
CLS 


(8.14) 
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posé en termes de distributions, c’est-à-dire qu'on demande un élé- 
ment u (x) E W (0, 1) tel que pour tout v € W: (0, 1) l'on ait 


(PR), = 00). (8.15) 


On a vu dans les paragraphes précédents que ce problème admet une 
solution distributionnelle unique telle que |[u |, < c || f Il: 


Question: peut-on construire un schéma dont la solution prend 

les mêmes valeurs que la solution distributionnelle exacte en un 
système de points donnés à priori 0 = x <...<1zN< 
<,Zz y+1 = 1 (autrement dit, le schéma a un ordre d'approximation 
infini) ? 
:. Réponse : oui et facilement. À cet effet, dans (8.15), remplaçons 
U (x) par les fonctions définies par la formule (2.4) de ce chapitre. 
Par cette opération. on projette l’équation fondamentale du pro- 
blème sur {Q; (x)}. Ceci nous conduit au système d'’identités inté- 
grales 


Xi+1 
Ge (a) —u (ri) (|) nu) ( [ET 
X£_1 x; 


= (f, Qiz, = fi 
ur) ur) = 0 LT, si UN. 
D'où l’on déduit que la solution {u?} du système 


nn: X; Fi+i _ 
Hatier lise tres ju 
Xi_1 Xi1 Xi 


uG — UN +1 = 0 
répond bien à la question posée, c'est-à-dire u} — u (x;), i = 
= 0,1,..., N + 1. On démontre sans peine que le dernier système 
possède une matrice symétrique définie positive. 

D'autres exemples plus compliqués d'application de l'approche 
aux différences à la construction des solutions approchées à l'aide 
des identités intégrales sont traités plus haut au n° 5.2 et aux $$6, 7 
de ce chapitre. 

+ 8.3. Approche projective d’approximation des identités inté- 
grales. Considérons encore un système de fonctions linéairement 


indépendantes {p;} telles que w; ED (AN), i=1,..., N. Soit 
HŸ l'enveloppe linéaire de {;}. On admet que la suite de sous- 
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espaces {AH} est dense à la limite dans H. Il est évident que 
HN & D (A) et {D (A°)} est dense dans A. Soit PS? un 

projecteur sur HŸ ), On admet que D (PO) — H. Signalons que 
pour l'instant on ne restreint pas le choix de pie on exige seule- 
ment que PV € HD, Vu € H. On admettra. dans la suite, que 


N N a 
HŸ) et HŸ sont de même dimension. 

Considérons le schéma général de l'approche projective de cons- 
truction de la solution approchée. Cherchons cette solution dans 


H9 sous la forme 
N 


Ux — à aiPis 
1—= 


» 


où a; seront déterminés à 
Aux +(Bun, V)=(f 4), i=1, ...,N, (8.16) 


partir du système d'équations 


ou 
N Le 
2 APer+ (Ben bia=(fbh i=1,..., M. (817 


Formulons les conditions pour lesquelles (8.16) admet une solution 
unique et uw, converge vers u pour V —+ oo. 

Dans la suite, on admettra toujours que les bases satisfont la 
condition d'indépendance linéaire uniforme, c’est-à-dire que 


N 
dillc le <|] à CP; I<d Ilcl; 


N 
diet Z ct: <d 1e Île 

où d,, ..., d,>0 sont LL constantes indépendantes de c = 

= (c,...,cn) et [lc|l =( à c)*. On se servira aussi des notations 

(u, v) = (Bu, v), [lu || = (a, u)5”. 


Posons les conditions suivantes: 


CONDITION 1. La matrice À = (45) d'éléments 4;; = A; + 
+ (m:, p;)e est définie positive et 
N ON N ON 


> 2 A;jc; > 2 2 CC (Pis Pils- 


i1=1 J2= 


CONDITION 2. Les ei {qi}, {bi} vérifient la contrainte 


| ÿ cc (Pis Pi— Vis | 


11, 
er le lä,n 
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où la constante 6 est indépendante de ce = (c1, ..., cN)T et de N 
et la norme |c |14. est de la forme 


N 
lclan=t 2 “GG (AP; + (pus Pis)] ”*. 


No nr 3. Dans A9" on peut trouver une fonction u,=— 
= 2 b,(u) p,, où b, sont des constantes, telle que pour tout 


re non nul c=(c,, ..., cn)! . l'on ait 


N 
[D «(AP (up—u)+(uy—u, vi)8)| 
a <e, (N) +0, 


Iu—uollpB Se (N)—0, N— 00. 


THEORÈME 1. Si les conditions 1, 2 et 3 sont remplies, alors: 
1) Le système (8.17) admet une solution unique a; 2) on a la ma- 
joration à priori 
lala, m<cllf 1/1 — 6); 
N 
3) les solutions approchées ux = > a;p; convergent vers la solution 


exacte pour N —> et l'on a les majorations 


N 
2 9 71 ; 
LD pe), —-en+lu—unlé]"<O (5) » 
i, j=1 (8.18) 


lu ur ISO (45) . 
DÉMONSTRATION. Signalons tout d'abord que si la condition 2 


est remplie, la matrice du système (8.17) sera aussi définie positive. 
En effet, pour tout vecteur non nul c = (c1, ..., cn), on a 


N 
22, 163 (Apr + (Bu, 4) = 
N se N 
2 Cac (Ai p; + (BP; Pi) Le À, CiCy (Ps Vi —Pils> 


N 
>1c nl 2 CiCy (Pis P—Pis|> 
> Iclänwv—01clin=(1—8)1clàn>0. 
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De là, on déduit, en particulier, que (8.17) admet une solution 
unique. 

Pour majorer à priori la solution a = (a, ..., an)T, multi- 
plions (8.17) par a; et sommons sur i = 1, ..., N. On obtient 


N N 
> (AP °@; + (Vi, Pis) Ga; — (f, > a;ÿi) 
4, 7=1 i=1 


ou, Ce qui revient au même, 


N N 
[ a A, n=(f, >» a;ÿi) + à, Ga (Pis Ps — Vy)s- 


i=1 i, 
Mise 


IG, 2 À ab) | 1 [2 D) CA IECAIEA lalk<clfll1a lan 


S a,ai(p;,, Pr —V)rl<0lalà nv, 
n 2, 4 1 (Pas Ps el< [a [4,1 
on est conduit aux relations 


lala, nv<clfllala.n+81ala,n, 
(1—6) [ali nv<cllfllla lan 1e la.m<cllfll/(1—8), 


où cest indépendant de a et de N. 
Etudions la convergence. Soient les égalités 


Auo + (ue Vie = (fs Di) + AM (y —U) + (Up —U, Vi): 
ANuy + (uns Vis =(f, Vi), 
AP (Uo— Un) + (uo— un Dihs = A (uo —U) + (u9 —u, Vi)s: 


Pour c=(c,, ..., cn), c, =b;(u)—a;, on déduit de là que 


N — 
2. Cj (4° (Uo —Un) + (Up —Un; Vi)s) = 


N — 
= À 4 (AË° (ue —u) + (ue— 2 bio), 
N N e 
[clA.n -2 a à Ci (Ps Pi — Vis + à C; (A (Uy —u) + 
+ (up —u, Vi) SO | c 14, n + 
N — 
+] 2 (A (up —u) +(uy—u, Wi)s)|& 
<6 [cC [4, nv + ei (N) [clan 
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Donc, 


Er (\) 
[Clan Te) 0 ? 


lu—ux/<u-ux le Su vo Île + up — Un fs < 


El 


<e +|c la, n ee EG 


ce qui achève la démonstration du théorème. 


REMARQUES. 1) Eventuellement, Afus = Au, i = 1, 
..., NV. Dans ce cas, le problème d' approximation se ramène à un 
problème plus simple d'établissement des relations 


N 
| 2 Cy(Uy —U, Vire: (N)lcla. x 
2 


lu—uo||5 <e2 (N). 


2) Si p; E D (À), l'algorithme étudié coïncide avec celui de la 
méthode de Galerkin-Pétrov du chapitre 1. Les majorations de 


A + 
"= ÿ,(Z) A L— vus) 


0 OZ Tréh,h-WN Dzrg TZ Tpysih hf 


Fig. 54 


l'erreur deviennent dans ce cas 
(CA Go —un), ue un) + lue un IE) 2<O (1745), 


| (8.19) 
Iu—u,|<O (7). 


Signalons que le terme (À (uy, — u x), uy — ux) contient la fonction 
Uy (et pas la solution exacte u). 
EXEMPLE 4%. Posons dans H = L, (0, 1) le problème 


p +bu—f(z), xE]0,1[, 


u (0) =0, b—const, 


ù p > 0 est un paramètre, f € L; (0, 1), b > 0. Intégrons ce pro- 
blème à l’aide des fonctions {; (x)}, {ps (x)} de la figure 54. Les 
identités intégrales qui s’obtiennent par projection de l'équation 


(8.20) 
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fondamentale de (8.20) sur {#; (x)} s'écrivent 
p RE + b(u, dW)=(f, vi), i=1,..., N. 
< 
Cherchons la solution approchée sous la forme ux = Ÿ a;q; (x), 
i—Ù 


1—= 
où l’on pose ay = 0, grâce à quoi la condition à la limite de (8.20) 
est remplie. Les autres coefficients a; se déterminent à partir du 
système (8.17) qui s'écrit ici 


RE. June + dun, ÿ;) =(f, Yi) 


ou 


N 
pt DD apr b)=(f vb), il, .., N, a=0. 
J=1 


Assurons-nous que les conditions 1, 2 et 3 sont réunies. Les matrices 
À = (4 is) et B = (B;;j), où B;; = (qi, p5 — Ÿ;)», sont de la forme 


| 
y 1 | 
A= + se + b HR , 
1 1 : = 
1/4 
’ — 1/4 
a 1/4 
— 1/4 0 


On démontre sans peine que 
N 


(Ac, ch, = D Asics > (+6) (C, Ch2: 


ä, 2—1 
L b 
| (Be, C2 [<> (C: C2 
[(Be, cha | b(c, chal2 b da 
lelan  SUAR72T 0) de 2 2 Lo 


Donc, les conditions 1 et 2 sont réalisées. Pour vérifier que lx 
N 

condition 3 l’est aussi, prenons b,(u) =u(x;), uy = Du(z;)p(x). 
i—1 

Alors 


À 1 M CE 


A N 
Af (Uo9 —u) = ’ 
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Supposons que la solution exacte jouit de la propriété de régularité 
suivante : 


(Les | LOL gr) Te, O<a<t. (821) 


| z—7 Cas fire 


Dans ce cas, 


uo—ulIgSch", 0<a<1, 
N N 
| à Ci (Up —U, bis |! Ug —u 116 | 2 Ci |< 


N 
<cb(Z cd) uo—ulISclclanllue—ulIch [clan 


Les conditions d’approximation pour &, Æ £&2 — © (R®) étant réali- 
sées, on a, en vertu de (8.18), 


N 
[ | à, Ai Cu (xs) — a) (u (x) — as)l"? KO (xs), 


(8.22) 
Ilu—un || < O(kS). 


Si l’on admet que || du/dx || co, alors ces majorations sont 
valables pour &« = 1. Mais c'est précisément cette condition sur la 
solution exacte qui est souvent mise en défaut. Ceci est l’une des 
caractéristiques du problème (8.20). Ce problème peut être considéré 
comme l’un des élémentaires problèmes à petit paramètre u ou comme 
un problème pour on de transport des neutrons. Dans ces 


problèmes, en principe _. & L; (0, 1), quant à la contrainte (8.21), 
elle peut être levée. 


CHAPITRE 5 


ALGORITHMES DES ÉLÉMENTS FINIS 
POUR LES PROBLÈMES DE LA THÉORIE 
DU TRANSPORT 


Les méthodes des éléments finis s'appliquent avec bonheur à la 
résolution des problèmes de la théorie de transport des neutrons. 
Cependant on est confronté très vite à d'innombrables difficultés 
dues à 

la dimension des problèmes: 

la justification des méthodes aux éléments finis; 

l'établissement de majorations de la vitesse de convergence; 

l'approximation des frontières et des conditions aux limites 
(recherche et approximation des parties « visibles » et « cachées » 
de la frontière en raison de la dépendance des conditions aux limites 
par rapport aux variables angulaires). 

Nous étudierons quelques méthodes de résolution de l'équation 
de transport par des algorithmes aux éléments finis. Nous formule- 
rons les problèmes dans la position distributionnelle, exhiberons les 
algorithmes correspondants et étudierons les méthodes de construc- 
tion des fonctions de base, y compris des fonctions de base spéciales 
pour les problèmes de la théorie du transport. Nous composerons les 
algorithmes de nombreux problèmes et examinerons les méthodes de 
déduction des majorations de la vitesse de convergence. 


$ 1. Formulation, symétrisation des problèmes et propriétés 
des solutions 


1.1. Equation de transport. Soit D un domaine convexe de R', 
dont la frontière est différentiable par morceaux, bornée et de classe 
C®, Q la sphère unité de R° centrée en l’origine des coordonnées, 

3 


S — (Sa, Ses Ss), D) = 1, s1 = sin 0 cos Ÿ, s, = sin 6 sin, 5, — 
{= 
= cos 8, 0 € [0, x], p € [0, 2x]. Considérons l’équation stationnaire 


de transport 


6, grad q)+ap=#t | O(ho)(z, s')dw’+F (1.1) 
Q 
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avec la condition aux limites 
p (x, S) lan — 0, (s, n) < 0. (1.2) 


La fonction inconnue œ (x, s) est le flux de particules au point 
ZT = (Z1, Ze, Zs) ED, se propageant dans la direction de s — 
= (51, Se, 52); F = F (x, s) est la fonction des sources définie sur 
D x Q; é est le vecteur unitaire qe la normale extérieure à 0D ; 


(s, n) = DEC Bo = (s, 5’) = DETT 
1=1 = 


3 27 7 
(s, grad œ) — > S; _. : L dw” — | Ÿ | sin 6œp (x, s’) dO; 
U 


i=1 | 

a (x), bd, (x) sont des fonctions de x € D presque partout bornées; 
0 (uo) > 0 une fonction caractérisant la dispersion anisotrope qui 
est supposée sommable sur [—1, 1], et, de plus, 8 (lo) du” = 4n. 


Q 

On admettra dans la suite que les fonctions a (x) et b, (x) vérifient 
les relations 0 Las La(rx) La, 0Lb,(x)/a (x) L by, ao, a, 
b, = const et que a (x) se prolonge par O0 à R*. L'équation (1.1) 
se met souvent sous la forme 


+(s, gradq)+p= 7 | (M) s')du'+f, (1.3) 
Q 


où b(x) = b, (x)/a (x) < bi, f(x, s) = F (x, s)/a (x). 
Désignons par B un espace hilbertien muni respectivement du 
produit scalaire et de la norme: 


(y, = | a(r)p(z, sb, s) dx du, 


QxXD 
lpll=(, o2=( À'a(z) le(s, 5) Paz du)” 
QX D 
Appelons D (L) l'ensemble des fonctions ®@€B telles que 
— (s, grad ) € B, vérifiant presque partout la condition aux limi- 
tes (1.2). En définissant sur D (L) l'opérateur ZL 


1 
Lp=—(s, grad p)+#, 


et en désignant par S l'opérateur du second membre de l'équation 
(1.3) 


b_f do! 
Sp= 27 | 0) 9 (z, 5°) du”, 
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on met le problème (1.3), (1.2) sous la forme opératorielle 

Le = Sp + f. (1.4) 
On admettra ici et dans la suite que Î € B. Le problème (1.3), (1.2) 
se pose maintenant de la manière suivante : on demande de trouver 
une fonction q € D (L) vérifiant l'équation (1.4) presque partout 
sur D X Q. 

Le problème adjoint de (1.4) est de la forme 

Lip = SŸ + 8, (1.5) 
où gEB, L* est l'opérateur adjoint de Z défini par ZL*ÿ —- 
= — L(s. grad +) — y sur D (L*), ensemble des fonctions % (x, s) 


telles que 14 (x, —s) € D (L). Le problème (1.5) s'écrit dans ces 
Se 


—L(s, grad y) += | 6) b(z, s')do’+g(z, s), (1.6) 
Q 


d(z, s)lep—=0, (s, nr) >0. (1.7) 

Signalons quelques cas particuliers du problème (1.3), (1.2). 

L'un des plus importants et des plus fréquents en théorie des réac- 

teurs nucléaires est le cas d’une dispersion isotrope et d’une fonction 

des sources isotrope, c'est-à-dire 8 (u,) = 1 et f — f(x). Le pro- 
blème (1.3), (1.2) devient ici 


Les gradg)+o= [oc s)du"+f(2, (1.8) 


Q 
@(z, S)lep—=0, (s, n) << 0. (1.9) 
Le domaine D peut parfois être représenté par une couche plane : 
D = {r: 0O<Lzr,;, =2<T, —o << r,, ra KL wo}, dans laquelle les 
fonctions a et b ne dépendent que de 3, et L la fonction f, que de z 
et d'une variable angulaire 0. La fonction w ne dépendra que de z 
et de 8 et l'équation (1.3) s'écrit 


PL RE 
1 0 b (z . ’ ’ ’ 1 | r 
+ cos 8-8 +92 | sine p(z, 0°) 40° | 0 (lo) db” + j. 
0 0 
Si l’on pose u = cos 6, alors le problème (1.3), (1.2) se met sous la 
forme suivante: 


Î 
. + += \ Ou, m)p(z u')du'+f(z, u), (1.10) 


(0, u) = 0 pour un p(T, m)=0 pour u<O0, (1.11) 


2x 

, 1 ’ 

O(u, u >= | 0 (lo) dp . 
0 


350 PROBLEMES DE LA THÉORIE DU TRANSPORT (CH 5 


L'espace B est muni du produit scalaire et de la norme: 


T 1 


(y, v)= [ds |a()p(s u)v(z p) du, 
1 


0 _ 


T 1 
lpll=( (ds [ete du)". 
0 — 1 


Soit D une boule de rayon R centrée en l'origine des coordonnées. 
Supposons que les fonctions a, b, f dépendent de x par l'intermé- 
diaire du rayon r = (ri + x? + 15) /%. La dépendance angulaire 
de f s'exprime au moyen de u = cos Ÿ, où Ÿ est l’angle de la direction 
de s et du rayon vecteur du point x. Le problème (1.3), (1.2) s'écrit 
par rapport aux coordonnées r et u sous la forme suivante: 


1 
(+ EE) += | Ou, n°) p(r,') du'+f(r, p), 
(1.12) 
r€]0, R[, HE] —1, 11, 
p(R, u)=0, uE[—1, Of, (1.13) 


O(u, u')=— _ | 6 (uu”+V (1—u?) (1—u’?) cos ÿ) dy. 
0 


Dans le cas considéré, l’espace B est muni du produit scalaire 
et de la norme: 


1 


R 
(y, p= (rar jamotr, u)#p(r, u) du, 
0 1 
R 


1 
lpl= (fred fanieer, wird)". 
—1 


0 


1.2. Symétrisation des problèmes. On remarque sans peine que 
l'opérateur du problème (1.3), (1.2) n'est pas symétrique. Cepen- 
dant dans bien des cas on peut passer du problème (1.3), (1.2) à un 
problème dans lequel tous les opérateurs sont symétriques (cf. [74]), 
ce qui présente un intérêt indéniable. Supposons, par exemple, que 
les fonctions 6 (a) et f (x, s) sont paires par rapport aux variables 
angulaires, c'est-à-dire que 8 (o) = 8 (—Wo), f (x, s) = f (x, —s). 
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En remplaçant alors s par —s dans (1.3), on obtient l'équation 
1 ; 
me (s, grad p(z, —s))+@(xz, —s)=Sp-f(x, s). 


En l’ajoutant à (1.3) et en retranchant de (1.3), on obtient les deux 
relations suivantes: 


Z (s, grad v)+u — Su +, 2 (s, gradu)+u—0, (1.14) 


u(z, + (px s)+p(z, —5)), 
(1.15) 


1 
v(x, s) nr] (px, s)—p(z, —s)). 
En éliminant v de la première d'entre elles, on obtient l'équation 
+ (s, grad + (s, grad u)) +u=Su+f(z, s). (1.16) 


Les conditions aux limites (1.2) se transforment en conditions pour 
u (x, S): 


u—+(s, grad u)—0 pour xzEOD, (s, n)<<0, (1.17) 


u+ + (s, gradu)—0 pour xzEOD, (s, n) >0. (1.18) 


Si, par ailleurs, une fonction u (x, s) vérifie les équations (1.16), 
(1.17) et (1.18), alors la fonction 


p (x, s)=u—+(s, grad u) (1.19) 


est solution du problème (1.3), (1.2). 
Mettons (1.16), (1.17), (1.18) sous la forme opératorielle 


Lou = Su + f, (1.20) 
Lou = + (s, grad _ (s, grad u)) +u, 
D(L)={u:uEB, LuEB, u—+(s, grad u)=0 pour zE0D, 
(s, n) <0, u++(s, grad u)—0 pour x€ 0D, (s, r)>0}. 


Il est immédiat de remarquer que l’opérateur du problème (1.20) 
est symétrique. 


352 PROBLÈMES DE LA THÉORIE DU TRANSPORT [CH. 5 


Dans le cas d'un domaine D plan (fig. 55) le problème (1.16), 
(1.17), (1.18) s'écrit (cf. (1.10), (1.11)) 
i 


rer Pr à | Ou, n')u(z, pu) du"+f(z, p), 


0 


D z2€]0, T[, mE]JO, 1], 
1 ou 
4 u————=0, = 0, (1.21) 
o— 2 9 
T 2 u+E =, z=T 
Dans le cas d’un domaine à symétrie sphérique 
Fig. 55 (cf. (1.12), (1.13)) 
1 Ô Apt 91\,,,, 
nets s)]urus 


1 
—b(:) [Qu hu(r, p')du’+f(r, p), (1.22) 
0 


1 ou 1—u° dou 
ut (ut IÉ )] =0 rel0 RAI REJO, if. 

La symétrisation des problèmes stationnaires sous des conditions 
plus générales sur les données initiales est étudiée dans le travail 
[74]. 

La formule d’intégration par parties suivante [27] 
(Le, 1) = | (s, n)p(z, s)Ÿ(z, s) dx do + 

QX0D+ 
+2(p. Ÿ) + (s, n)p({zx, s)Y(x, s)dzdw—(p, Ly), (1.23) 
QXOD_ 

où 0D . est la partie de 9D pour laquelle (s, n) > 0, la direction de 
s étant fixe, et 0D.-, la partie de 9D pour laquelle (s, nr) << 0, est 
très importante pour l'étude des problèmes formulés plus haut et 


des méthodes de leur résolution. Cette formule permet d'établir 
sans peine la définition positive des opérateurs L et L,: 


| a 02 
Le = | (n)lp( 9 Pérdo+lelr> lle, 


ræ=R 


QX8De 
__. p€éD(), (1.24) 
(Lip, = | 1(s,»)1 lp(z, s) Fdzdo+(p, @) + 
QX06D 


+(<(s, grad g), (s, grad @)) > IlpI®, “ED(Le). (1.25) 
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On démontre aussi (cf. [74]) que dans les problèmes examinés 
plus haut l'opérateur L”! de B dans B existe, est borné et, de plus, 
I LS 1 — ed, où d est le diamètre du domaine D. D'autre 
part, l'opérateur $S de B dans B est symétrique et borné: si est 
réalisée la condition (ce qu'on admettra toujours dans la suite) 


b,(1— e-aid) € 1, (1.26) 


alors l'opérateur /—SL"'sera défini positif dans B : ((1—SL"!)œ@,œ)> 
>YlPIF où yi=1—b(4—e“%)>0 et l'équation 
(1.4) admet une solution unique qç—(71 — SL-1)"IL-1f et 
Lo A — 67%) If Iyre 

1.3. Positions distributionnelles des problèmes. Les positions 
distributionnelles des problèmes sont d’une grande importance non 
seulement pour l’étude de l’existence d'une solution des équations 
mais, comme on l’a vu dans le paragraphe précédent, reposent à la 
base des algorithmes aux éléments finis. En effet, les conditions 
imposées à la régularité des fonctions de base, la réalisation des con- 
ditions aux limites, etc. sont tributaires de la méthode choisie. C'est 
pourquoi on étudiera ici quelques positions distributionnelles des 
problèmes pour l'équation de transport, positions qui seront uti- 
lisées dans la suite à la construction de solutions approchées. 

Soient les espaces hilbertiens 


Ha={u:(u, Ua = (u, v) + | |(s, n) | uv dr dw, 
oDxe 


alla =(u, 4°}, 
Hi= {u: (u, v), = (= (s. grad u), L(s, grad v)) + (u, v) + 


+ [le miuvdrde, Iuli=(u, ul}. 


0D>.Q 


Supposons que œ est une solution du problème (1.3), (1.2), % une 
fonction arbitraire de H,. Multiplions (1.3) scalairement dans B 
par + et intégrons par parties en tenant compte des conditions aux 
limites. Nous obtenons alors l'égalité 


— (9. F (6. grad +) + (y, +) + | (s, n) gt dx do — 


2D,xQ 
— (Sp, #)=(f, +), (1.27) 


qui repose à la base de la définition d'une solution distributionnelle. 

DÉFINITION 1. On appellera solution distributionnelle du pro- 
blème (1.3), (1.2) une fonction q € HA vérifiant (1.27) pour un élé- 
ment arbitraire 4 € H.. 


23—-01526 
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Dans la suite, on n'étudiera pas l’existence de la solution dans 
les positions distributionnelles, car, d'après ce qui a été dit au 
n° 1.2, le problème (1.3), (1.2) admet une solution unique. Ceci 
répond au problème de l'existence de la solution distributionnelle. 
On s'intéressera plutôt aux conditions imposées à la régularité de 
la solution et à la réalisation des conditions aux limites dans la 
position distributionnelle, car ce sont des facteurs qui influencent 
fortement l'algorithme des éléments finis. Ainsi, dans (1.27) on 
n'exige pas que œ satisfasse la condition aux limites (1.2). Cepen- 
dant si la solution distributionnelle @ € AH, jouit d'une propriété 
différentielle supplémentaire (on n'admet rien au sujet de la réa- 
lisation des conditions aux limites), alors il se trouve que y = 0 
pour x € OD, (s, n) < 0. En effet, soit @ € À,. En intégrant par 
parties dans (1.27), on obtient la relation 


(+ (s, grad qg)+p—Sp—f, +) + | | (s; nr) | pp dx do = 0. 
AD_;<Q 


D'où l’on déduit, puisque + est arbitraire, que satisfait presque 
partout l’équation (1.3) et la condition aux limites (1.2). Ainsi, la 
condition (1.2) est naturelle. (Signalons que la notion de conditions 
aux limites naturelles diffère légèrement de celle introduite au $ 2, 
chap. 1.) Donc cette position du problème est commode lorsque la 
configuration du domaine D rend difficile la construction de fonc- 
tions de base vérifiant les conditions aux limites. 

La modification de l'égalité (1.27) privée du terme 


(s, n) oÿ dr dw est attrayante, car dans la réalisation de 


0D.YQ 

l'algorithme aux éléments finis elle n'implique pas le calcul des 

intégrales sur l’ensemble 0D, X Q = {(x, s): x E6D, s€EQ, 

(s, nr) >> 0}. On peut éliminer ce terme en posant ÿ = 0 pour z € 

€ 0D, (s, n) > 0. On arrive donc à la position suivante: 
DÉFINITION 2. On appellera solution distributionnelle du pro- 

blème (1.3), (1.2) une fonction q € B vérifiant l'égalité 


— (9. + grad b) +(g. 1) = (Sp, Ÿ) + (1, 4) (1.28) 


pour une fonction arbitraire ÿ € H, telle que # = 0 pour x € 0D, 


(s, nr) > 0. 
On n'’exige pas de nouveau que œ satisfasse les conditions aux 


limites. Bien plus, la condition | | (s, r) | p° dz do << © dis- 


2DxQ 
paraît. Si l’on admet l'existence de la solution distributionnelle au 
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sens de la relation (1.28), alors on peut établir sans peine une majo- 
ration à priori de cette solution. En effet. soit 1 une solution du 
problème adjoint Li = Sÿ + @: alors de (1.28) il s ensuit que 
LA IF = (/, #). mais on sait que [D | < cl. Donc, |? IF < 
rec tel Role c NT IL St @ EH, alors une 
intégration par parties dans (1.28) nous conduit à l'égalité 


(Lp-- Sp—f, y) + | | (s, n) | ot dr do = 0. 
0D_»xQ 


La fonction 1 étant arbitraire, la fonction est de nouveau solution 
(presque partout) du problème (1.3), (1.2). 

Mais en considérant (1.28) on se trouve de nouveau confronté 
à la réalisation des conditions aux limites par la fonction 1, cepen- 
dant de telles contraintes sur œ@ ont disparu comme précédemment. 
Il est évident que ceci se répercutera sur les conditions imposées 
à la base avec laquelle sera approchée @ et sur les fonctions sur les- 
quelles sera projetée l'équation (1.3). 

J1 semble naturel de supposer que si les fonctions de base {:} 
qui serviront à approcher la solution ç appartiennent au domaine 
de définition de l’opérateur du problème, alors la vitesse de conver- 
gence des solutions approchées vers la solution exacte sera meilleure. 
Donc, dans les cas où l'on peut construire {;} telles que {qi} € 
& D (L), on accordera une prime à la position suivante (qui est 
pratiquement équivalente à (1.3), (1.2)). 

DÉFINITION 3. On appellera solution distributionnelle du problè- 
me (1.3), (1.2) une fonction q € H,, @ = 0 pour x E 0D, (s, n) < 0, 
vérifiant l'égalité 


(— (s, grad ç), #) + (p. #)= (Sp. +) + (7, y) (1.29) 


quelle que soit ÿ € B. 

Cette position est intéressante pour la méthode de Boubnov- 
Galerkin, la méthode des moindres carrés et la méthode des moments. 
Le choix des fonctions # est assez arbitraire. Si l’on exige que 
et % appartiennent à un même ensemble, alors il devient aisé d'’éta- 
blir des majorations à priori pour œ (et pour la solution approchée 
dans la méthode des éléments finis) et de prouver la définition posi- 
tive de la matrice du système. En effet, soit ÿ = q. Alors, en vertu 


de (1.24), 


1 , 
5 | |(s, n) | p?dz do +||@ | = (Sp, p) +(f. &). 
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Or, b(x) < b1 1, donc | | — (Sp, g) > (1 — b) I IF. Et 
par suite, 


min (+ , 1—b,)| | | (s, n) | p dx do + 


éD,xQ 
+] <iflllgll (4.3) 


| [(sr)|qdzdo+ lle <clfIP: 
OD,xQ 


Dans (1.29) on peut exiger aussi que Ÿ € B ou 1 € D (L*). Ceci 
nous conduira à une modification de l'algorithme aux éléments 
finis. Or, on sait du chap. 1 que l'existence de deux bases différentes 
(c'est-à-dire que œ et appartiennent à des ensembles différents dans 
(1.29)) complique parfois l’étude de l'algorithme du problème, mais 
sa réalisation numérique peut être considérablement simplifiée 
(calcul des éléments de la matrice, des seconds membres, des intégra- 
les de frontière, etc.). 

La position suivante concerne le cas où 6 (u,) et f(x, s) dans 
(1.3) sont paires. Comme déjà signalé au n° 1.2, le problème (1.3), 
(1.2) se ramène alors au problème (1.16), (1.17), (1.18), justiciable 
déjà de la position variationnelle traitée sous la forme générale au 
$ 2, chap. 1. Formulons-la. 

Munissons D (L,) du produit scalaire [u, v] — (Lou, v) que l'on 
mettra sous la forme 


{u, v] — \ |(s,n)[u(x,s)v(x, s) dr do + (u, v) + 


Q“0D 


1 1 
+ (= (6, gradu), —(s, grad v)) —(Su,v), (1.31) 


et de la norme 

[ul] = [u, ull=, (1.32) 
En complétant D (L,) pour la norme (1.32), on obtient l'espace 
énergétique B,. En tenant compte des contraintes imposées aux 


données initiales du problème (1.1), (1.2), on remarque que les nor- 
mes || u |, et [u] des fonctions de B, sont équivalentes. En effet, 


Lu} = [ui — (Su, u)<lulf + blu f< cz lu If, où c = 
= 1 +0, Or [UF = [ul — (Su, u) Zu —-blul> 
> lu lË, où c, = min (1/2, 1 — b;) > 0, donc, 


0<clu/P<luF< ec, lu IF < oo. (1.33) 


8 1] FORMULATION, SYMÉTRISATION DES PROBLEMES 357 


On sait du $ 2, chap. 1, que le problème (1.16), (1.17), (1.18) se 
ramène à la minimisation de la fonctionnelle quadratique 


F(u)=[u]}*—2(f, u) = (+ (s, grad u), _ (s, grad u)) à 


+ | |(s,.n)|uvdrdo+(u,u)—(Su,u)—2(f,;u), (1.34) 
QX0D 
où u E By. 

DÉFINITION 4. On appellera solution distributionnelle du problème 
(1.16), (1.17), (1.18) une fonction u € B\ réalisant le minimum de la 
fonctionnelle F (u). 

Les propriétés de l'opérateur L, — S nous disent que le problème 
(1.34) admet une solution unique u € B,. Les conditions aux limites 
(1.17), (1.18) sont naturelles. Donc, si l’on résout le problème de 
minimisation de F (u) par une méthode aux éléments finis, alors 
on peut prendre des fonctions de base qui ne vérifient pas (1.17), 
(1.18). 

Définissons la solution distributionnelle du problème initial 
(1.3), (1.2) par la relation 


@ — u—+ (s, grad u), (1.35) 
où u € B, réalise le minimum de F (u). 
La relation (1.35) nous permet de déterminer la solution appro- 


chée œ, du problème (1.3), (1.2) à l’aide de la solution approchée 
u, du problème (1.20), soit : 


Ph—=Uh + (s, grad u}). 


Signalons que la fonction u est paire en s dans (1.20) et (1.34): 
(u (x, s) = u (x, —s)), donc VE — (s, grad u) do = 0. Si l'on 


veut déterminer non pas q (x, = mais l'intégrale 


de (= [ v68 0 de 


(celle-ci présente souvent plus d'intérêt), alors on détermine œ, (x) 
et son approximation %o. » à l aide des formules simples 


Po = : ju, s) do, o, 1Q=TZ [ur (x, s) du. (1.36) 
Q 0 


Les positions distributionnelles énumérées seront utilisées dans 
la suite. 
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1.4. Sur les propriétés différentielles des solutions. Les propriétés 
différentielles de la solution du problème sont très importantes en 
théorie des méthodes des éléments finis (et, plus généralement, dans 
les algorithmes d'approximation). Mais dans les problèmes de la 
théorie du transport toute information sur ce sujet implique des 
investigations très compliquées. Dans les problèmes importants 
pour la pratique il se trouve en général que les solutions des équa- 
tions de transport ne jouissent d'aucune propriété différentielle (on 
entend la différentiabilité continue, la carrée sommabilité des déri- 
vées par rapport aux variables spatiales, etc.). Si la solution possède 
une propriété différentielle, celle-ci ne suffit pas en général pour ob- 
tenir de bonnes majorations de l'erreur du genre de celles établies 
pour les équations elliptiques. C'est pourquoi l'étude de la vitesse 
de convergence sur une classe réelle de solutions constitue un problè- 
me à part entière de la théorie des méthodes d'approximation des 
problèmes de transport. 

Cependant, si le problème posé admet une seule solution, alors 
on peut, en principe, choisir une solution régulière particulière qui 
correspondra à des conditions initiales spéciales (on peut utiliser 
ici un procédé connu qui consiste à porter la fonction régulière dans 
l'équation et à chercher les seconds membres correspondants, etc.). 
Dans ce cas, on peut majorer la vitesse de convergence de l'erreur 
pour cette solution particulière. [Il est évident que les résultats obte- 
nus ne se généralisent pas. Mais s'ils s’averent assez optimistes, 
alors on peut espérer que l'algorithme sera efficace dans des situa- 
tions réelles. Il est toutefois évident que le meilleur résultat est celui 
qui est acquis sous des conditions réelles imposées à la differentiabi- 
lité de la solution exacte. Aussi se propose-t-on d’exhiber quelques 
généralités concernant les propriétés différentielles des solutions du 
problème (1.3), (1.2) en nous limitant au cas 


Ou) = 1, f = f(x). 


Signalons tout d’abord que les solutions des problèmes de la 
théorie de transport ne sont pas en général différentiables par rapport 
aux variables spatiales et angulaires, même si les coefficients et la 
fonction des sources sont assez différentiables. Par exemple, la solu- 
tion du problème élémentaire (1.10), (1.11) 


ç (0, u) =0, u>0, 
q(T, u) — 0, u << 0, 

est de la forme 

{ re en, u > 0, 


q (z, p = | 1—etT-:n, u< O0, 
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alors 
Le-in nu >0, 
(HA 1 
(e) A E L kT-avu <0 
T Su 
1 T 1 
d® | | -2T;'u 
[au [Ifa=z(ume- (au) >z (inel—E, CD), 
€ Ô € 


où0O<Le<T,E;(t) — ue (t) est bornée 


ôq |* 


1 
pour { >> 0. Donc. \ du { 7 | de —+ oo pour e — 0 et la dérivée 


€ 0 
4g/9z n'appartient pas à L, (10, T[ X 1—1. 1[) (bien que ç € L.. 
u 0/02 € Le). Donc, si dans le problème (1.10), (1.11). les coefficients 
et f(z, u) sont différentiables, cela ne veut pas encore dire que 
ôç/4z. d*ç/4z°, elc. appartiennent à B. 

De quelles propriétés différentielles (hormis la dérivabilité 
suivant la direction de propagation des particules) jouit la solution 
de ce problème ? Il s’avère que œ (z, u) est dérivable « en moyenne ». 
Si a(z). b(z), f(2 EL (J0, 7). alors quels que soient 3, 3" € 
€ 0, TI, |z—2z |<h (cf. [39)) 


1 
({ lee, B—ec, na) "< 


hr, 1<p<o - 

< . | 1.37 
cllfllzs hA+linAl, pe, (1.39) 

Io(z) — oz") cf} (E+ nl), (1.38) 


1 
: 1 
où pol) =+ | q(:, u) du. 
21 
Désignons par C(? l’ensemble des fonctions de z appartenant à la 
classe Ca) (]z;_:, zil), 0 < a << 1, sur chaque intervalle 12; 2, zil, 
SR PR ES 52 2e: 1. < 2, c'est-à-dire des 


fonctions telles que [b()—+#(:)1<Lclz—z [2,7 € Îz: 1, il. 
Les fonctions € C(® peuvent présenter des discontinuités de pre 


mière espèce en . Dans (1.10), (1.11) supposons que les coefficients 
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a (z) et b(z) sont de classe C(?, et que 
If(2)—f(2)1Sclz— 3}, 2, 2 €]z;-, 5 [. 


On démontre alors que la fonction de flux intégral p, (z) possède une 
dérivée d,/dz telle que 


7 


(| | Se <e, 1<p<o. (1.39) 


Si a, b, fECŸ”, alors 


cu+S [Glyexp{ — | LE} 
: ; 


j=0 


(5 (z') exp rl LE 


z .. : 0, 
pour 2€]; #6 L> (1.40) 


| 
G(G)— 2 (Gljexp{ | LÈ dE} + 
( 


pour 26], Zu [, u<O, 
où G (2) = b (2) Po (2) + f (2), = G 06 (a + 0) =1blato(zn) + 
+ [f]xs et Ja fonction T (2) = LE (2). 2€ ]zi 2, [, i— 
—=1,...,1+ 1} peut ne des discontinuites en z,, i—0, 


1.1 
Sous ces conditions, la dérivée de @,(z) s’écrit 


Bee ER AV (5) + Va (). 


La fonction V, (2) admet dans Ïz,_, zil une dérivée dV,/dz justicia- 
ble au voisinage des points z; de l’expression asymptotique 

dVi(z z)[G]: 

10 - 2OCL (440 (1:21). 


2 — 21 
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La fonction V, (:) vérifie la relation suivante : 
[Va (z) — Ve ()I<cl1z—-2z 14 +lIn|z—z] 1), 


quels que soient z, z°€ lz,_ : 2: [. On voit aussi bien de (1.10) que de 
(1. 40), que pour u = Ô la solution p (z, u) peut être discontinue 
en 24, i = 1, ., Z, et, de plus, p (2: — 0) — p (2 + 0) = 

= [b]; (2:) : (L. La solution œ(z, u) sera continue dans le 
domaine JO, TI X ]—1, 1{ si l’on exige que les fonctions b (z) et 
Î (z) le soient. Pour que la fonction (2, u) admette une dérivée 
9@(z. 11) € B 

ôz 


partielle , il est nécessaire d'exiger non seulement que 


les fonctions a (z), b (z) et f (z) soient continues mais aussi qu'elles 
soient de classe CP et que b(—+0) = b (T — 0) = f (+0) — 
= f(T — 0) = 0. (Ces dernières conditions ne sont pas en général 
réalisées dans les problèmes de physique.) 

Etudions les propriétés de la solution œ(r, u) du problème à 
symétrie sphérique (1.12), (1.13), en admettant que a (r), b (r)et f (r) 
sont des fonctions continues par morceaux sur [0, A] susceptibles de 
présenter éventuellement des discontinuités de première espèce en ri, 
i=1,..., 1 + 1,70 = 0 ry41 — R et que chacune de ces fonc- 
tions vérifie pour r, r € Îr; 1 rl, i —1,..., 1 +1, la relation 

lp()—p)I<ecir-r IA +ImiIr-r 1). (1.41) 
Dans ce cas la solution du problème (1.12), (1.13) est continue dans. 
le domaine [0, R1 x [—1, 1], et, de plus, (cf. [761) 


lptr,u)—œq{r.u)ISerVln-u®?|, r€ej]0, RI.u, u'>0, 
IPotr)—potr')I<cir—r'[({+/intr—r'| l);r,r" E€(0, À], (1.42) 


9 _ IE _ 
"or = 0, ETS 0, r=0, 
1 è 
où gofr)= 7 | pÜr, du. 
=1 
On a montré aussi (cf. [75]) que la fonction æ, (r) est continüment 
différentiable dans Jr, ril, à — 1, ..., 1 + 1, et au voisinage 


du point T; on a 
BD Entrer IGl— lalip Fr 0)) +0 (1), Paie 
où G(r) = a (r)b(r) po (r) + f (r) a (r). 


ne 
Etudions le problème (1.3), (1.2) pour 8 (mo) = 1 et / = f (x). 
Supposons que le domaine D se subdivise en un nombre fini de par- 
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ties D;. i = 1, ..., I, de frontières 0D; différentiables par mor- 
ceaux. Toute droite passant par un point r € D dans la direction de 
I 


s coupe la surface ÿ — ([J 0D; seulement en un nombre fini de 
i=1 
points fr;} (fig. 56). Si une portion de frontière D; est une surface 
plane ou cylindrique, alors elle est supposée prolongée jusqu à 
l'intersection avec la frontière extérieure. 
Désignons par Cr, 4, l’espace des fonctions réelles de norme 


l 


Ille, «= > 2 max |D'el+ sup 
k:=0 (k) XED x, x'ED 


| Dig (x)— Dig (x) | 
T(Iz—x 1) ; 


où DËqœ est la dérivée d'ordre À de œ, t (p) = p* pour 0<a<îf 
et T(o) = p(i + ]|Inp |) pour a = 1, p > 0. 

Supposons que f € L>; le problème admet alors une solution 
unique œ (r, s) qui appartient à l’espace Lx (D X Q) [74] avec 
(, grad q) Si a(x)€ Ci 0 (Dj 
oD; € C1. 0. alors la os du flux 
intégral Œo (x) = | ç (x, s) du 

Q 
appartient à l'espace Co. 1 (D). 

Pour formuler les propriétés diffe- 
rentielles de la solution œ (x. s). 
on admettra que a(x) € Ci. à (Dj), 
b (x) € Co. & (Dj). 0D ; est une surface 
différentiable par morceaux de classe 
Co. av f (x) € Co. a (D), a > 0, 
j = 1...., I. Supposons que (r*, s*) 
est un point tel qu’au voisinage des 
points AL que (r;, S*) << (r*.s*), j = 


= 1,.. , 1<1. la surface y = ;U 0D; soit de classe Ci 0. 


1 1, a 0. Les propositions sHivantes sont démontrées dans [53]. 
Si la direction s* n'est pas tangentielle, c'est-à-dire (n7;, s*) = U 


pour tous les ÿj = 1, . .., { I, alors la fonction œ (x, s) possède 
en (r*, s*) des dérivées par rapport aux variables spatiales et angu- 
laires bornées. Si la direction s* est tangentielle, c'est-à-dire (n;, s*)= 


— 0 au moins pour quelques j = 1, ..., { < I, alors au voisinage 
de cette direction les dérivées D ;9 par rapport aux variables spatia- 
les présentent une singularité d'ordre | r — r* |-1/*, tandis que les 
dérivées par rapport aux coordonnées angulaires se conduisent comme 
|s — s* |-Ÿ? pourvu que les rayons de courbure de la surface y 
soient finis aux points r;. Sur les surfaces de courbure nulle, la déri- 


S1] FORMULATION, SYMÉTRISATION DES PROBLÈMES 363 


vée de la solution œ (x,s) par rapport aux variables angulaires pré- 
sente la singularité In | s — s, |, où s, est une direction tangentielle, 
quant à la fonction œç (x. s). elle est discontinue le long de cette 
direction. 

Signalons en conclusion les propriétés des solutions de problèmes 
périodiques dans lesquels les coefficients a (x), b (x) et f (x, s) de 
l'équation (1.3) sont périodiques en chaque variable spatiale et de 
période (pour simplifier) ru Pour domaine D on prend le cube D = 
= {0 L r; L' 21, i = 1, 2, 3}. On étudie l'équation de transport 
en remplaçant les conditions (1. “A (1.17), (1.18) par des conditions 
de périodicité en zx;, à = 1, 2. 3 

Les problèmes périodiques pos ssèdent de nombreux traits caracté- 
ristiques qui les différencient des problèmes aux limites de la théorie 
du transport. L'un de ces traits consiste en ce que les solutions de 
ces problèmes sont des fonctions différentiables de x;, à = 1, 2, 3, 
si les coefficients a (x), b (x), f (x, s) le sont (on a vu plus haut que 
les solutions des problèmes aux limites pour l'équation de transport 
ne jouissaient pas de cette propriété). Mais si les conditions aux 
limites ne sont pas différentiables, alors il en sera de même en géné- 
ral de la solution du problème périodique. Soit. par exemple, le 
problème périodique pour l'équation (1.16): 


à OU, sr. 
' d=" Î (=), 


:€]0. 2n{, mEJO, L{, 


Les] 


eilz 
f(z)= À TENTE 


00 


‘) 
ÎL f ÎLsw, 2x = nn JE 


Sa solution est 
A i 
u(z u)= 2, uu)er, 


RTE CE 


364 PROBLÊMES DE LA THÉORIE DU TRANSPORT (CH. 5 


Soit ux — >, u(u)eï®. Alors ||uxy [leo 2m << 00, mais 
TUSN 


— 


1 1 
2 ou 
À lu Use, amd = | (SE lux 12.) du = 
0 0 
1 1 
= 27 ({+Z)lultdu=2r ÿ À TR > 
HISN 0 = 
1 
o DS ( 1 1 Ares 2 
4 à | ur Dre Ft 1 1? 
I<ISN 0 1<ISN 


| lux Iso, on dU—+ 00 pour V—+ oo. 
(Ù 


Donc, la fonction u (3, u) ne possède pas de dérivées 0u/0z, apparte- 
nant à L, (10, 2xl X 10, 11). De ce qui précède, on déduit la pro- 
position suivante : pour que les solutions des problèmes périodiques 
soient différentiables par rapport aux variables spatiales, il suffit 
d'imposer des restrictions à la différentiabilité des données initiales. 
En effet, on a prouvé que si d'a/ôx$, dtb/ôxi € L (D), j = 1, 2, 3, 
t > 0, et que f (x) est telle que || f Ihwtcn << ©, alors la solution 
distributionnelle u (r, s) de l'équation (1.16) vérifie les inégalités 


À lu Ilvéuo du < oo, | 11(+, grad u) Ilivtn do < oo. 
Q Q 


La fonction de flux intégral 


| { 
Po(r) = 7 | u (x, s)du= 7 (oz, s) do 
o 0 


appartient alors à l'espace Wi+1/2 (D). 

REMARQUE. Dans les travaux (39, 53, 74, 75] on trouvera de 
nombreuses propositions relatives à la différentiabilité des solutions 
des équations de transport, en plus de celles indiquées ici. 

Les généralités que nous avons vues soulignent la spécificité des 
équations de transport et l’on peut admettre que l’étude des algo- 
rithmes d’approximation de ces équations sera bien plus compliquée 
que, par exemple, dans les problèmes elliptiques. 
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$ 2. Méthode de Ritz 


On exposera dans ce paragraphe le schéma général de la méthode 
de Ritz pour la résolution de l'équation de transport, puis on décrira 
plus en détail cette méthode pour des problèmes considérés en géo- 
métrie plane. 

2.1. Schéma général de l'algorithme. Supposons que 8 (—u,) = 
= 0 (lo), f (x, s) = f(x, —s) dans (1.3). Alors (1.3), (1.2) se ramène 
au problème adjoint (1.16), (1.17), (1.18) qui nous conduit à la mini- 
misation de la fonctionnelle (1.34) dans l’espace énergétique B, 
(ou dans Æ,), qui est facile à résoudre par la méthode de Ritz. Consi- 
dérons la forme générale de cette algorithme. 

Définissons dans R X [0, x] x [0, 2x] un réseau de pas maxi- 
mal À. Supposons qu'au point j du réseau on ait défini d'une manière 
quelconque une fonction œ; (x, s) € H;, paire en s, maïs ne vérifiant 
pas nécessairement les conditions (1.17), (1.18). Retenons ensuite les 
seules fonctions œ; telles que supp +; N Il = ©. où IT = D 
X {(0. x] X [0, 2x]. Supposons que ces fonctions sont en nombre , 
qu'elles sont linéairement indépendantes et désignons leur enveloppe 
linéaire par A". On admettra aussi que la suite de sous-espaces 
{H"},h — 0, est dense à la limite dans Æ,. Pour que cette condition 
soit réalisée, il suffit que {Ah} soit dense à la limite, par exemple, 
dans l’espace W1 (IT) (puisque W2 (IT) est à son tour dense dans À). 

La méthode de Ritz nous suggère de chercher une solution ap- 
prochée sous la forme 


N 
Un — Ÿ' ai; (z, S), (2 1) 
à LS me 
i=1 
où les coefficients a; se déterminent à partir de la condition de mi- 
nimisation de F'(u,) sur H!, c'est-à-dire à partir des conditions 


0F (ur) ve - 9 
3 —=0 =... 0: (2:2 


On sait du $ 2, chap. 1, que le système (2.2) peut se mettre sous la 
forme matricielle : 


Aa = f, (2.3) 
où A=—(A;;), a—(a,, ..., ax)"; f= (fi -.., fw), 
fi= À fa s)quiz, s)drde, 
D>rQ 
Ay= À (ts gradqi)(s, gradg) +a (qi, pr 9 
DxQ 


— p(x, s) Spi) dx dw + \ I(s, #)lq: (x, s)p;(x, s) dz do, 
éDxe 
Ds IN: 
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La matrice À est symétrique et définie positive. Sous cette condi- 
tion, le système (2.3) possède une solution unique a, qui définit une 
seule solution approchée u,. Si le vecteur a est défini par une métho- 
de appropriée, alors pour solution approchée du problème (1.3), 
(1.2) on prend la fonction 


Pr = up + (s, grad u»). 


Si l'on s'intéresse à l’approximation ®,. de la fonction du 


flux intégral œ, a)= + p dw, alors pour o., on prend 
Q 
{ M nl 
Po.h — 7+ un (x, s) do = > a; (& | :i (x, s) dw\ ; 


A 
i= 1 Q 


La convergence de u, vers u (x, s) pour la métrique de 7, (or 
ceci signifie que p} converge vers p (x, s) dans B) résulte de la den- 
sité de {H*} dans Æ,. Si pour la solution exacte u (x, s) on a la 
majoration 

influ —v,]<e(h), v, € H!, 
Th 
où € (À) —+ O avec h, alors la théorie de la méthode de Ritz nous 
dit que 
[u —u;]< € (h). 


Signalons que malgré sa simplicité logique l'algorithme de la 
méthode de Ritz, appliqué à la résolution de (1.20), est très difficile 
à réaliser essentiellement à cause de la dimension du problème. La 
solution u (r, s) dépendra ici de cinq variables (r,, x, xs, 1p, 6), 


ce qui conduit à un système (2.3) avec une matrice À d'ordre élevé. 
C'est pourquoi dans les calculs les problèmes (1.3), (1.2) et (1.16), 
(1.17), (1.18) sont souvent remplacés par leurs modèles approchés 
(en admettant, par exemple, la planation, la symétrie sphérique 
du domaine D, etc.), qui sont ensuite résolus par des méthodes numé- 
riques, y compris par des méthodes aux éléments finis. Dans le 
numéro suivant, on se propose d'illustrer la méthode de Ritz sur la 
résolution du problème (1.16), (1.17), (1.18) en géométrie plane 
(c'est-à-dire sur le problème (1.21)). Les fonctions de base dépendront 
uniquement de la variable spatiale et les coefficients cherchés a;, 
de la variable angulaire (voir l’algorithme du choix des fonctions de 
base, exposé au $ 11, chap. 1). 

2.2. Méthode de Ritz pour les problèmes dans le plan. Considé- 
rons le problème (1.21) qui se ramène à un problème de minimisation 
de la fonctionnelle (1.34) dans l’espace B , ou H,;. Le produit scalaire 
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de À, et la fonctionnelle F (u) s'écrivent T 


T 1 
(u, v), = | dz | (= SE + 5 + auv ) du +- u (uv |. 
0 0 0 
+ uv|:27T) dy, (2.4) 


"2 


T 1 
AE {a | ( (SE) +eçu(s. p)) + 
U 0 
1 
+ | nu (0, p)+u2(T, p))— 


T ! nl 
= | dz | du | b(z)u(z, u)u(z, u’)0(u, u’) du’ — 
0 0 0 


T 1 


—2 [asus n)f(, du. (25) 
0 


0 


Construisons la solution approchée du problème en utilisant 
des fonctions de base linéaires par morceaux par rapport à la varia- 
ble z. À cet effet, introduisons le réseau suivant en 3: 0 = 2, << 
LL... <L2x = T,h; = 2; — z;_1, et associons à chaque nœud 
z; une fonction de base œ; (2) définie par la formule (2.2), chap. 2. 
Cherchons la solution approchée sous la forme 

N 


Un(z, H) D. a; (a) pi (2), (2.6) 


où les fonctions a; (1) s’obtiennent par minimisation de la fonction- 
nelle (2.5). En définitive, on est conduit au système d'équations 
intégrales 


1 
Âa= | 6(u, n°) Ba (u') du’ +f, (2.7) 
0 
où A(u)=(4;i;(u)), B= (Bi), 
T T 
An | EM a+ |a(s) qi (9 ps) d+ 
0 0 


+ (p: (0) p; (0) + p: (T) ps (T)), 


B;;= \ b(z)q; (2) p; (2) az, 


. 


368 PROBLÈMES DE LA THÉORIE DU TRANSPORT [CH 5 


T 
f(h) = (foQu) fe QT, fr) = | ae) f (ap) pi (a) dz, 
0 


= (au). ...,ay(u))", à, j=0, 1,...,N. 


Etudions la convergence de u, (z, u) vers u (z, u). Cette convergence 
est affirmée par la proposition générale du $ 2, chap 1. Si la solution 
exacte du problème considéré possédait des dérivées secondes par 
rapport à z, de carré sommable, alors des propriétés d'approxima- 
tion de {; (2z)} il s'ensuivrait que [u — u,] < O (h). Or, on sait du 
$ 1 que u (z, u) ne possède pas de dérivées secondes même si les 
coefficients sont constants. Donc, dans les problèmes de théorie du 
transport, la majoration de la vitesse de convergence des algorithmes 
aux éléments finis implique en général une étude supplémentaire. 

Dans le problème considéré on peut répondre à cette question si 
l'on remarque que l'algorithme élaboré est confondu, pour a (2) 
et b(z) constants par morceaux, avec la méthode développée au 
n° 3.3, $ 3, chap. 4. Les fonctions Q, (x) introduites là-bas sont con- 
fondues avec w,; (z). ce qui nous permet d'affirmer que la majora- 
tion de l'erreur établie au n° 3.3 reste en vigueur ici. Donc. si a (2) 
et b(z) sont constants par morceaux et f(z, u) € L, (10, TI x 
X J0, 11), alors la solution approchée u}, (2. u) converge vers u (z, ui) 
et l’on a la majoration: 


( 


Ü 2 x 
HE run) + unie + 


a 


H (ur — ur)? |:=0 + 


Ca 


1/2 9 
+ur—ulien du) "<ch'E fl. (28) 
Sous les conditions imposées au coefficient du problème et au 


réseau, la matrice À (1) sera à diagonale dominante pour tout u € 
€ (0, 1]. De là et du fait que b (z) < 1, il s'ensuit que les valeurs 


propres de la matrice À (u). € (0, 1] étant fixe, et les valeurs 
propres du système (2.7) différeront de zéro d’une constante stricte- 
ment positive ne dépendant pas de h,;. Ces circonstances garantis- 
sent la stabilité des algorithmes considérés. 
Citons deux exemples numériques illustrant la méthode de Ritz 
pour la résolution de l'équation de transport dans une couche plane. 
EXEMPLE 1. Considérons le problème 


1 
—p +u=b\udu+f(s), 2610, 1], HE(O, 1], 


ou 
oz 2= 0 


0 
u+u + =u— = (0 
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ñ 
pour b—0,2, f—0,8 :- 0,1 | (e-z° +et-W/K) du", z=ih, hk= 
0 
=1/N. La solution exacte est de la forme 


1 
U= [2 —(e-z/h Leu ]. 
Le systeme (2.7) devient 


(H+i++) ao (u) + 5-#) ai (u) = 


5h) Gj-1 (u) + (+4) aj(u)+(5-f) aj+1 (U) = 
1 

= 0.2 | (Sata Ham) du'+fn =... N—1, (2.9) 
0 

(f+i++) ax (u)+ (5-5) ax1 (U) = 


— 0,2 | (£ ax (u°) + + an (u)) du" + fn 
0 


R Z}+1 
où f= | Fo) f(d ds, fj= À qy)f(s)ds j=1,..,N —1, 
0 Z}_1 
1 
fn | qe) f (a) ds. 
1-R 


Le système (2.9) peut être résolu, par exemple, par une méthode 
de quadrature d’approximation des intégrales sur up, combinée à un 
algorithme itératif. Le tableau 2 représente les résultats des calculs 


Tableau 2 
u — 0,0469 h = 0,9531 
u}, u u, u 
z=0 0,511 0,500 0,325 0,325 
z=0,25 0,998 0,996 0,387 0,384 
z=0,5 1,000 1,000 0,408 0,408 
z2=0,75 0,998 0,996 0,387 0,384 
z=1 0,511 0,500 0,325 0,325 


24—01526 
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effectués par la formule de Gauss à cinq nœuds, combinée à une mé- 

thode itérative simple de résolution du système d'équations algébri- 

ques. Le nombre V de nœuds à été pris égal à 20 sur [0, 11. 
EXEMPLE 2. Considérons le problème 


at) © a) à 


1 
pu 0 1 ou. = [uds+ y, 
0 


z2€]0, 1[, EI, 1], 


z=0 ‘ 


où a (z) et f (z) sont définies comme suit: 


2 pour :€{0, 0,21, 0 pour zE€[0, 0,41. 
a(z)=4 4 pourz€[0.2. O,8[, f(z)= 4 9 pourz€[0,4, 0,61, 
2 pour 2€{0.8, Î], 0 pour z2€10,6, 1]. 


Fig. 57 


La figure 57 représente les résultats du calcul approché de wo (3) = 
1 
== (a (z, u) du par un algorithme aux éléments finis et une me 


0 
thode de quadrature pour l'intégration du système d'équations inté- 
grales. 


$ 3. Méthode de Boubnovy-Galerkin 


Dans ce paragraphe on appliquera la méthode de Boubnov-Galer- 
kin à la résolution du problème (1.3), (1.2) dans la position distri- 
butionnelle au sens de la définition 1 du $ 1. Formulons d'abord le 
schéma général de l’algorithme et appliquons-le ensuite à un probli- 
me à symétrie sphérique. 

3.1. Schéma général de l’algorithme. Considérons le problème 
(1.3), (1.2) (sans la condition de parité de 8 (u,) et de f (x, s) en les 
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variables angulaires) dans la position distributionnelle (1.27): 
| | 
A(p, = —{e, ts gradi)]+(p. D + 
+ À 6 netdrdu— (Se. #=(f 1). (6.0 


0D,XQ 


où t € FH, et la solution distributionnelle cherchée q est supposée 
appartenir à À,. Les conditions aux limites ne sont soumises à 
aucune contrainte. 

Introduisons un domaine maillé [l, recouvrant I = D X 
X [0, x} x [0, 2x] et attachons à chaque nœud j du domaine ]1}, 
une fonction de base œ; (x, s). Conservons ensuite les seules fonc- 
tions (x, s) telles que supp g; (x. s) N I Æ GS. Supposons que 
ces fonctions sont au nombre de V, qu'elles sont linéairement indé- 
pendantes, appartiennent à À, et que la suite de sous-espaces {H'} 
est dense à la limite dans À, lorsque À —+ O0 (hk représente le pas 
maximal du réseau, H*, l'enveloppe linéaire des fonctions {œ; (x, s)}). 

Enonçons l'algorithme de résolution dans sa forme générale. 
Cherchons une solution approchée sous la forme 


N 
Pn(Z, S) = 2 a;P;(z, S), (3.2) 


i= 


où les coefficients a; se déterminent à partir du système d'équations 
linéaires 


À (Pr, 5) = (/, Pj); j =1, .. N, (3 3) 
ou, sous la forme matricielle, 
Aa = f, (3.4) 
où a (as, ..., an), ff, +. fa), fa | f(x, s)q(z, s) x 
DxQ 


p 1 
x dz du, À = (Ain. Au = A (pu Pp= —(q, = (s, grad ))+ 


Heu pn+ À IG, np dr do — (So, en = | (— 
6D,xQ DxQ 


x (s, grad @;) + app, — aSp;p;) dr du + | I(s, 2) pp; dx du. 
ôD,xQ 


Montrons tout d’abord que la matrice À est définie positive. 
Supposons que 


| N N } 
(48, ba= 2, Aubibye Il d h=(S à |". 
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N 
Alors, pour v,= > b;q,(z, s), b=(b,, ...,bx)T, ona 
ii 
Fr | 1 
(46, 4) — À (Ur; ln) = (ur, "a (s, grad va) + 


Hi, w)+ À Is, n)lvédz du —(Sv,, vi). 


8D,xQ 
Comme 
| 
(—u. Ps (s, grad un) = — | va (S, grad v,) dx dw = 
DxQ 
_ | (s, grad v,) v, dx dw — | (s, n) vi dr do — 
DxQ Qx0D.4 


_— [ (s, n) vi dx du, 
QX0D_ 


(s, grad v,) v, dx do — 
DXxQ 
1 
2 


(s, n) vi dr do + + ( (s, n) vi dx du, 


Qx0D+ Qx0D. 


on obtient les relations 
: 1 : 1 | 
(A6, b), = — | (s, n)v; dr do — — ( (s, n) vi dx do +- 
” aD,xe ” ep_«a 


OR: 2 
+ (a, un) — (Sur, )=7 | Is, n)lvf dx du + 
ADxQ 


ni Di Î lh IP —(Sv, UV) > (1 — b;) Ï Uh [12 > 0 (3.5) 


pour b Æ 0, ce qui exprime que À est définie positive et, par suite, 
que le système (3.4) admet une solution unique. Si le vecteur a est 
déterminé à partir de (3.4) par une méthode convenable, alors les 
œ\ sont données par la formule (3.2). 

Montrons que , converge vers @ pour À — 0 en admettant que 


p € H;,. Considérons, à cet effet, les identités 


A (y, Qi) = (7, Pi) (Ag, qi) = (f, qi); 


e 
A ((p— pr), pi) =0, AC S ag)=0. ECS PRE | 
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où c; sont des constantes arbitraires. Alors 


N 
A(g— n: p— qu) = A(p—pa. p—2ù ci), (3.6) 
et comme 
1 2 
A(P— Pr P—M)>7 | (s, n)1 1p—@pal?+ (1— 0) Ip —p: 1, 
ôDx0 


N 
| À CET p—Y c g.)|< 


1= À 


_ (s, grad) (o-S pi) ne 
i= 1 


1= 


<c (119 —œr 1 


+ie=etfo D co [+ ( [1er mardo)"* « 
HE | 


0D,xQ 


N 
x | | I(s, n)l lp— > C9; dax du)"2) < 
0D;xQ Fi 


. 
Scie la eZ ci: 
i= { 


1? 


on déduit de (3.6) 


Æ 


N 
IL p— a lice cp ll. (3.7) 


N 
pi , 
min (—, 4—b,)llg—qla<cllp—palla lp D cp: 
D _ 


N 
pelle infllp— 2 cpl. 
La convergence de w, vers @ lorsque k — 0 résulte de (3.7), car 


N 
inf Ie 2 CiPilh Le (R), (3.8) 


où € (k) —+ 0 avec À, puisque {H"} est supposé être dense dans H.. 

Pour expliciter les majorations € (h) de la vitesse de conver- 
gence de (3.8), il faut non seulement se donner concrètement la base 
{@:}, mais aussi mettre à contribution les résultats dont on dispose 
sur la régularité de la solution exacte ç. Et ici, comme signalé plus 
haut, les solutions du problème de transport ne jouissent pas en 
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général des propriétés de régularité classique dans les situations 
réelles. On peut néanmoins admettre que cette régularité caractérise 
une solution particulière spécialement choisie ainsi que la fonction 
de sources. Sous ces conditions, si l’on se donne des fonctions de base 
concrètes {qç;}, on peut trouver la forme explicite de la majoration 
e (h). 

Supposons, par exemple, que dans (3.8) la fonction œ (x, s) est 
bicontinüment différentiable et que £{œ; (x, s)} est une base cons- 
truite à l’aide des produits tensoriels de fonctions-toits à une dimen- 
sion. On sait alors du chapitre 2 que e (k) < ch || @ [lcte) et que 
I q — œn Ia Lchllr Ilca). Supposons que l'on s'intéresse à la 
majoration de l'erreur non pas pour la métrique ||-||A mais pour une 
métrique plus faible, par exemple ||-||. Pour établir une telle majo- 
ration dans les problèmes elliptiques. on s’est servi de la méthode du 
$ {. chap. 3. Plus exactement. on considère le problème auxiliaire 
L*® = SD + G (les notations sont celles de l'équation (1.5)) où 
G = œ@ — wn. La fonction ® devra être approchée par les fonctions 
de base. En définitive, on améliore la vitesse de convergence de Œ, 
vers q lorsque À — 0 pour la métrique {|-[| si seulement || D — 

N 


— > CiQi [le Lchk ND Ice) LchIG I. La dernière majoration 


1=1 
n est généralement pas réalisée (même si l'on admet que est régu- 
lière). La difficulté réside dans Île fait que le second membre de 
l'équation L*O = SD -- G est à priori pris égal à p — yp,, quant 
à D. on ne suppose plus sa régularité. mais on la prend telle qu’elle 
est en réalité. Or. rien ne nous garantit que D € C) et quand bien 
même on démontrerait que ® € C(), la majoration [| D {lots < 
< c||G || ne serait pas pour autant toujours réalisée. C'est pourquoi 
le procédé (cf. n° 1.3, chap. 3) utilisé avec bonheur dans les problè- 
mes elliptiques pour étudier la vitesse de convergence pour des mé- 
triques plus faibles est souvent peu efficace dans la résolution des 
problèmes de transport par les méthodes de Ritz ou de Boubnov- 
Galerkin. 

Si le problème (1.3), (1.2) admet une solution exacte régulière, 
ce qu on pourrait tenter, c'est de majorer directement la vitesse de 
convergence pour la métrique ||-|| sans avoir recours à de quelcon- 
ques problèmes auxiliaires. Cette approche implique une étude des 
erreurs d'approximation plus approfondie que dans les ordinaires 
algorithmes aux éléments finis. C’est la tactique que nous mettrons 
en œuvre au numéro suivant pour un problème à symétrie sphérique. 

3.2. Problème à symétrie sphérique. Considérons le problème 
(1.12), (1.13) pour 8 = { et f = f (r) dans la position distribution- 
nelle suivante: on demande une fonction œ (r. u) € HA vérifiant 
l'égalité 


A (ç, y) = (f, ÿ), fEB, (3.9) 
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pour toute fonction + (r, nu) € A3. Ici 
H,: (u, v)1 = 


R 1 1 
= (rear \a(r)u(r, u)u(r. u) du + R2 | pu (R. u)v(R, p) du, 
0 0 


ds 
Ie la = (\r2a a | a du + R° | uu? (R, L) du )‘”? ; 
L js 0 
Sa L | 
H;,: (u, Le a (atruv ++ fu + me) - 


(+) du+ re liuiu(r, pot, vd 


dr ‘ r 


R 1 
lus (rar [(aur++(u + . Se) }æu+ 
0 —{ 
+ R° \ xl u®(R, ) du)”, 
R 1 h 
Gp= [rar Letr)ftr. rt, pu, 


0 - Î 


URp(R. u)Y(R, u) du + 


1 
r° dr | (agp —q(u<L+ LE Te) ) du — 


b F ? ’ d 
— 00 À Bu, u’)q(r, u')t(r, u) du’. 


REMARQUE. L'égalité 
u 2 1—u? 90çg __ 1 0 1—pu° 
De Ve ou = 5 (np) + - v) (3.10) 


est souvent utile à l'étude des problèmes à symétrie sphérique. 
Considérons sur [0, R] et [—1, 1] les réseaux respectifs 


0=r<n<...<rr =R, r; = ih,, hk, = RIN, 
—1{ = pho<m<...<uy=t, py=—-1+jh, h = 2/M, 
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construisons les fonctions linéaires par morceaux œ; (r), à = 0, 


..., N, ju), j = 0, M (fig. 58), et formons les” fonctions 
bilinéaires 
by (r, = mG. i=0,..., N, j=0, ..., M, 


où Yu > 0 sont des coefficients de normalisation (qui seront donnés 
après l’étude de la stabilité). Cherchons la solution approchée +, 


Petr) YA) 


sous la forme 
N 


n 74 
Pa (Tr, ui) = à à a;pd;(r. Lu); (3.11) 


1-0 7= 


* 


définissons les coefficients a;; à partir du système d'équations 
A (Ph Yi) = (f, Yij): l = 0,  . n'Æ j = 0, ..., M, (3.12) 


ou, sous la forme matricielle, 
Aa = f, (3.13) 


f = (is), à = (ai), À = (Aijn), Aijm = À (bin Vu), Li = 
Ds ON CR TO AE OU 
Comme dans le cas général du n° c 1. on démontre sans peine que 
la matrice À est définie positive: pour 

N : 
Dhs à L dif; (r, W), a=(a;;), 


on a 


de, = An vn>z |Rluivdu+ (1—b) IF >0, (8.14) 
= 

ce qui exprime que le système (3.13) admet une solution unique. La 

détermination de sa solution a par une méthode quelconque nous 

permet d'obtenir ensuite la solution approchée du problème initial 

par la formule (3.11). 
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Justifions maintenant l'algorithme de résolution du problème 
à symétrie sphérique pour l'équation de transport. Commençons par 
la stabilité. Il est nécessaire pour cela de se donner la forme concrète- 
des coefficients de normalisation y;;. Soient b;, i = 0, 1, ..., M, 
des constantes arbitraires. On sait alors du $ 2, chap. 2, que 


La 1 A7 M 


a > 4 < | 5 bem ange D Hnbt, (8.15) 
"1 i=0 i=0 


i=0 


où C3, C2 >> O sont des constantes indépendantes de À, et {b;)}. 
Montrons que 


F 


R N 
< | r2 [> a;®; nf dr <c, > B;h,ai, (3.16) 
; 7 


i=0 


ol YE 


où a; sont des constantes, c;, c, > 0 des constantes indépendantes 
de À; et fa;}, Bo = 0, 1r': Bi = 0,57; Bi = ri, i=2,..., N. 
Minorons les composantes de l'intégrale 


R N ra N T£ N 

2 US 2 | 2 
(rel di a;®P; er) dr= |r? spa (r)| dr + > | B axga (r) | dr. 
0  i=0 0 iQ ri y k= 
Commençons par le second terme 
N TE ON N Ti ; 
> | b Ph ef dr > _) ri [IS > ayPr «r)| dr — 
= 7) À=0 f=2 Tr, #=0 


N 
h : | s 2 R 2 2 
= D ri (ai +(a+ a +#.)>S ri (ai + ais) = 
i=2 


r?h 2 V1 ra* à 4h Tr k r? a 
= - a; 6 FE a; - 6 > E : ai nù 
i=2 
N-1 : 
rY_ Ra V qe i r 
+ 6 + 4H IG ”- 
i=2 


N 
2 2 À . 
> a;P:; | dr = ir (12a; + Ga,a, + 2aÿ). 


i=0 
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Alors 

Ne 2 Le 10 
felDeptlar>sX rihat+rihar+ 
«0 


i=0 i=2 


2 2 
NN hr 


EU te (12a4-+ Gao, + a3) + Lee 


N-1 
1 : É - rni \2 TRhra 
= 2 ridihr + 2 lire + ME SR PENSE 5 
1=. 
rîh, 
a - (166 + Gaça, + a) + 5 & 


Or 16a? + 6a,a, —-a5>0 et (rx-,/rnx)? & 1, donc 


R N 
[r 25 a;P; nf dr >cs 5 B;h,a?, 
0 i=0 i—0 
où C3 Æ 1/6 est une constante que l’on peut supposer indépendante 
de À,. 
La deuxième inégalité (3.16) se démontre par des raisonnements 
identiques. 
De (3.15) et (3.16) on déduit que si les coefficients de normalisa- 
tion y;; sont de la forme 


vu = (Bihh) VE, 1 =0,.... N, j =0,..., M, (3.17 


alors la base {;;} est uniformément libre, c'est-à-dire que 
N M 
sb] 2,2 birtis rh) rs <csll dIle, (3.18) 
i=0 ?= 


N M 

où b—#{b,;}, IL IL =( > 2 2:)/*, ©, c >0 sont des constantes 
i0 j=0 

indépendantes de h, et de hk,. En effet, 


1 N M 
B > 3 bisŸis fo (e dr 1 . HE qe, k du — 
ré ba} P3 (u) > RUES 
0 [1 j=0 
“ N 


>a\r rh, 5 dm D #L qu(r))dr 
0 J=0  i—0 
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= DE LUE on dr > 


a N pe M N 
j=0  i=0 F5 j:=0 i=0 
On Ro ja analogie que 
N M 
| 4: = bisbis Cr, u) CS 3 2 bi. 


Ce qui prouve (3. 18) Or, on a vu aux ee 1 et 2 que les con- 
ditions (3.18) garantissent en principe la stabilité numérique de 
l'algorithme. Montrons qu'il en va de même ici. Supposons que des 
erreurs de calcul nous conduisent au système perturbé 

ty = |; (3.19) 


On conviendra que le processus de construction de la solution appro- 
chée est stable s’il existe des constantes p, q et d indépendantes de 
h, et de h,, telles que le système (3.19) admette une solution unique 


pour | À — À, Il, << d et 
a— alla = (A(a --a), a—a)"2<p|| A— A [le + QU f — fe Île 
(3.20) 


Prouvons la stabilité au sens de la définition précédente. Remar- 


quons tout d’abord que si (3.18) est réalisée, la matrice À est définie 
positive : 


(Aa, &)2 = À C2: Gijfigs À 2 a;jŸ 5) > GijŸis > 


ne b,) Bi antu > t—b)alelt=#llalt 
où y* = ao (1 — b;)cics une constante =>0 indépendante de k, 
et de À, (on rappelle que a; = inf vrai a (r) > 0). De là il s'ensuit, 
en particulier, que ||a [ke < || f Naf. | | 
Prenons pour d une quantité <<4°: si || À — 4, [l, << d, alors 
la matrice À sera définie positive. En effet, 
(Aa, a), = (Aa, a); + ((Àe — A)a, a > 


> v°Ila IE — 114 — À IL Ia I > (y° — d) Ia [É> 0. 


Donc, dans ce cas, le système (3.19) admet une solution unique qui, 
on le constate immédiatement, vérifie la majoration 


ae lle <= c 1 fe ll. 
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Estimons l'erreur Èë — a —a,. Considérons, à cet effet, les 
égalités 
A(a—a,) = f—}, + (4, — A)a,, 
(AË, Ëbe = (f — fe, Ë)e + ((Âe — d)ae Ebe. 


En tenant compte des relations obtenues plus haut, on déduit à par- 
tir de là que 


ILE A SI — fe Île ll E le +1 de — À Île I @e Ile HE es 
4 A A 
NEIL O1 — fe lle + 1 de — À Îla € 11 fe 11e) & 


+ (LA — fe lle +1 e— À lac hf — fe lle + el À — À le 1 1. 


R 1 
Or Nf|Lk<c: jr2 \ af2(r,u) du) “dr où c,estuneconstante, donc 
0 -1 


EMA SF (É— fe lle cl Âe— A Ile 1 — fe lle + cl À — Ac 1h) & 
LE (IF fe le + cd 1 f— fe la + 64 À — A ll) = 


= pl} À All + gl f— elle 


c'est-à-dire que l'algorithme est stable. 

Penchons-nous maintenant sur le problème de l'approximation 
en admettant que œ (r, u) est tricontinüment dérivable par rapport 
à toutes ses variables. Considérons l’interpolant 


N M 
r(r b)= À à VasP ras Us) Dis (rh) (3.21) 
i=0 7=0 
et écrivons les identités suivantes pour la solution exacte: 


À (Pr Pis) = (f, Vis) + ei -+ei + ei, (3.22) 


1 
Ein — — | LR?(pCR, n)— ,(R, p)) #5 (R. u) du + 
0 


R 1 


+\redr | (@ pr)u SE du, 
0 —1 
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(gg) LL du, 


Op 
: 
Less Ce 


8! 
Eÿ — | r2 +) Lo) pr 0 (g— pr) du" ) Vis) d 


On obtient immédiatement une majoration pour e;;' en faisant 
jouer les propriétés d'approximation des fonctions bilinéaires (cf. 


$ 5, chap. 2): 


ph 
ele rich hi ler < es O (hé +). 


Comme y,;=r, VIT. alors 
LE | SV Ah O(hÈ+ RE). 
La majoration de e;} et de ei’ passe par l'étude ERUaee de l'erreur 


d’ approximation E(r, u) = q (r, u)— gr(r, u). Du $ 5, chap. 2 
il s'ensuit que cette erreur peut être mise sous la érte 


ë (r, u) = &,(r, u) + &, (r, L) — E,(r, u), 


(3.23) 
r € (re, ritil, H € [ux; Mn+1l, 
où 
| | r r' e _ | 
&(r; p)=(r—r) Ë (ris Mr) —- | dr | Se (r , W)dr”= 
r} r} 


Tel 


TI 
— Le Ar 
< 


M TU 
ah — dË "nr ( 929 M se. 
E(r, p)=Qu— pa) SE Cr pa) + | du’ | SE (re n°) du" = 


RE : 
‘ ”, La) dr + | dr | (7, au dr”, 


Lg l 


HR HR 
Fhe1 FR do? : a 92 
ns | LE TS (re H) qu" + | an’ | ane Cas W') du”, 
Up up’ HR HR 


ane mr Va Tarfai eue 


TI Hg T eg 
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L'aspect de Ë,(r, u) nous permet de déduire que 
és 6 D)I<R,RO (k, + h,). 


Dans les intégrales des expressions de E,et &., dév eloppons les fonc- 
tions 0° D/ôr et d”gç/0u* en série de Taylor au voisinage du point 
(rx ua). Les fonctions de et &, deviennent alors 


ë re E + (res Ba) [Cr — 71) (r— ri) + 0 (3), 


E(rr W)=> + (re, Ua) LU ha) (—ux)] + O (AE), (8.24 
TEÛre litils UElUx, Url. 


Si l’on considère les fonctions &, et &, pour rEfr:1, riletne 
€ [u»-1, url, alors en effectuant le même développement taylorien 
au voisinage du point (r;, u4), on obtient pour elles les expressions 
suivantes : 


E,(r, W)= 


33 
Ez (ro = 


(ru dx) [Cr 7) (r —r11)] + O (hè), 


m (res Ua) [OU — px) (u— ux-:)] + 0 (hi). 


r? 
24 


(3.25) 


à $l 


ëlè 


Utilisons les expressions (3.24) et (3.25) pour majorer ef}, 


jÆ0, M : 


h; 
e? | sun ( f (1— y?) (p— qi) 
5 | = IL du 


Vij 
À 
u+ CHE 90 qu) ar |= 

h; de 

1 F'je1 
"7 IL rm [tn (| Stan | Stay) + 

SE h, 

+0 (hu (hi + se a ; 

eo le” Lux 


hf 
ÉT 
X (1 — us) + E + Es) du — À hs (5 Ve y) (U— Lu) X 


h} 
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< (H— Byn) +8 +8) du) +0 (k, (h? + hi)) Jar|= 


1 
 Vhhu 
rh, . O(h2+hE) - 
L—— ©" —Vhh; O(n2+h2). (3.26) 
4 Bihrhu 
Cette majoration est également valable pour j — 0, M, puisque- 
dans ce cas on aura sous le signe d'intégration À — u° Æ h, ce qui 
conserve l'ordre d' approximation. 
De mème que nous l'avons fait pour : 


R 
| ri (r) [O (y (hi + h))] ar 


on démontre que 
LEP IKV'h,h, O(h?+ (3.27) 
pour iZ N. Si i— N, alors 


Il 
= | uR2(p(R, u)—,(R, h)) fx; (R, u) du — 
ï 


Ÿ 
aie 


1 
ar | (p(r, u)—,;(r, u))u du, 


1 
= ju BE RE (CR. n)— 5 CR n))— 
0 


TN 
1 : | 
+ À ro por (8 m)dr |du+ 
TN=1 
n 


Ty 
+ Tin À repér not w)dr]dn (8.28) 
TN=1 


De (3.28) il résulte que 
ed; 1<O (7 + hi) R? {-u Ts 2? p;(u) du, 
1 


c'est-à-dire que l’ordre de la majoration de £eX; est supérieur à celui 
des majorations de EN; et ei. 
Enonçons le théorème d’approximation suivant. 


THÉORÈME 1. Pour toute collection de constantes b;;, 
x 


o 
i=0,...,N, j=0,...,M, et pour vi(r, p)= À, À bigbis(r, u), 
i=0 27=0 


=? 
on a 
SES 
2 2 eubul<O GE + RS) lux Il, (3.29) 


Î 


où eye) +es+eÿ, [laalée | Lu1 Ru (Ru) l2du+Ilvalf 
_1 


M 
DÉMONSTRATION. Evaluons d’abord la somme © eXb,,: 
j=0 


M 1 M 
JE eNôn | = || p > 22814 (R2(p— q)| — 
j=0 0  j=0 VNj r=R 
+ [ r2(— pr) dr ) ER ET D RE % 
PNA _ à 
ra 1 | 
x (+ | r(p—ondr) dul=|| mn (R, n) (R@—en|.- 
Pa 0 
N=1 , 
—7 | r(p—œdr) du + | [ulva(R, h) x 
ra -1 
N—1 , 
K (—- | r2(p — Pr) dr) du. 
F\-1 


Or |p—pI<O(k;+hi), donc 


ds 1 

| D Nbr | SO (R? + hé) (| uv, (R, u) | du + 

j=0 0 
0 


+ {Ina CR, n) du) <O (+ à) los I. (8-30 


-{ 


En nous inspirant des majorations de € e%, on obtient pour la 


somme restante S° 
1. 


IE 'eubl<IZ 0 Gé +) V Ml ds 11 
<O (2 + 43) | 6 1 SO (Re? + 45) Ilva I O (hé + un (8-31) 
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(on s’est servi ici de la relation (3.18)). En regroupant (3.30) et 
(3.31), on obtient ce qu'on voulait. 


Enonçons un théorème de convergence. 
N M 


THÉORÈME 2. La solution approchée , (r, u) F2 23 Giibis 
i=0 J= 


construite par la méthode de Boubnor-Galerkin converge vers la solution 
exacte @ (r, u) pour k,. h, — 0 et, en outre, 


1 
: ; à 1/2 : 
(Re |lnllq-qnEdu+lie-qir) <O (+R). (3.32) 
1 


N M 
DÉMONSTRATION. Soit Uy = @r-— = 2 à Cptij(r, u), où 
=Ù = 
Cu = Vi59 (ris Wy) —@;j. Alors v, vérifie les égalités 
A (V», Vi) = E;j. LOS ss J=0:::,M: (3.33) 
En multipliant (3.33) par c;; et en sommant sur à et j, on obtient 
N M 


A lho l'h) = ) à E;:sC;:;. 
à à re 


Le théorème 1 nous dit que 


N M 
LE D ec <O (+ hÿ) IIIe: Il 
i=0 7=0 
et, comme dans le cas de (3.7), on obtient la minoration 


A £ 
LA Gr, m)l>min(s, 1-8) es if. 
Donc, 
O (h2+-h2) 
min (+, it) 
Les théorèmes d'approximation du $ 5, chap. 2, nous disent que 
1 
Ip—erlt= | Rule —q) du +1lp—e IP <O ((r+ hi). 


1 


IEZALES (3.34) 


(3.35) 
En se servant de l'inégalité triangulaire, on déduit (3.32) à partir 


de (3.34) et (3.35): 


Ip — pa IS Ip — gr + I @r — pa NS O (Gr + hi). 
Ceci achève la démonstration du théorème. DT 


DS 
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$ 4. Méthode des moindres carrés généralisée 


Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier l'algorithme de réso- 
lution numérique de problèmes pour l'équation de transport par la 
méthode des moindres carrés généralisée (cf. $ 5, chap. 1) en pre- 
nant des fonctions de base spéciales (cf. $ 10, chap. 1). 

4.1. Problème de diffusion anisotrope dans une couche plane. 
Soit le problème (1.10), (1.11) du $ 1: 

d b 
EE +o=z) 6pdu'f(z u), (4.1) 
1 
z€D=—1[0, T], neEQ—=[—1, 1}, 
p(T,u)=0 pour E[—1, O[, (0, u)=0 pour LE]O, 1], (4.2) 
ou, sous la forme opératorielle, 
Lo = Sep + f, (4.3) 
où f € B. 

On admettra dans la suite (sauf mention expresse du contraire) 
que les fonctions a (2), b (z) et f (z, u) sont différentiables par mor- 
ceaux par rapport à z, de classe C'® et présentent éventuellement 
des discontinuités de première espèce en un nombre fini de points 
Zi à = 1, ..., 1. Pour simplifier, on conviendra que les fonctions 
8 (u, u’) et f(z, u) sont de classe C par rapport à la variable 
angulaire. 

Munissons [0, T] d'un réseau 0, <z<...<2x3-1 < 
< zn = T tel que pour À; = :;—:;_, et k =: TN l'on ait 


DEL, JE, L:2,.N, (4.4) 
où les constantes co, ©, sont indépendantes de j. Supposons qu'une 


partie des nœuds est confondue avec les points 3;, à =: 1, ..., I, 
I < N. 


Définissons les fonctions à support borné élémentaires 

! 1 pour :€{z;,, 2j], j--1,...,N, 
21=—7 : 
Pi) y | O0 en les autres points, 


et construisons les fonctions {®; (z, u)}, où ®;, solution du pro- 
blème LD; = @;, j = 1, ..., V, se détermine par les formules 


(4.5) 


a (x’) »\ dx 
HE dr} ©. nu > 0, 


R ti 


a (x) ps (a) exp { — 
1 


| a(x)qs(a)exp{ 


z 


a (z°) »\ dx 
. dx} +. u < 0. 


Ne À 
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Il est évident que {d;} sont linéairement indépendantes. Ces fonc- 
tions peuvent être explicitées dans le cas, important pour la prati- 
que. où les coefficients sont constants par morceaux. Si a (2) est 
différentiable par morceaux, alors on peut calculer D; (z, un) par des 
quadratures élémentaires en tenant compte du fait que œ; (2) sont 
à support borné. 

Les fonctions {D;} satisfont les conditions aux limites (4.2) 
et possèdent les propriétés de la solution consécutives à la « pré- 
sence » de l'opérateur L. Néanmoins, elles ne décrivent pas complè- 
tement le comportement de la solution en fonction de u. C'est pour- 
quoi dans les problèmes anisotropes (c'est-à-dire lorsque 8 Æ 1 
et / = f (2, p)) il faut introduire des fonctions de base auxiliaires 
dépendant de la variable angulaire. 

Soit défini sur Q un système de fonctions linéairement indépen- 
dantes W;(u), j = 1, ..., M, de supports bornés d'ordre Au = 
— 2/M, douées de la propriété d’approximation suivante: pour 
toute fonction  (u) € CD, on peut construire une fonction 7; = 

M 


— D ain), où a; sont des constantes, telle que (cf. chap. 2) 
1 


LP — Er cm < 0 ((An)®) 1 @ cc. (4.6) 
Formons les fonctions 


O;} (z, u) = ®,; (z, u) Ÿ; (LL), — {, US. NV, ] —= 1, is M, 


qui seront prises pour base dans la résolution de l'équation (4.3). 
Il est évident que quels que soient V et 7, les fonctions {w;;} sont 
linéairement indépendantes, appartiennent au domaine de défi- 
nition de l'opérateur Z et la suite {w;;} est L-dense dans l’espace B 
pour V, M — co, puisque Lo;; = piŸj. 

Cherchons la solution approchée de (4.3) sous la forme 


N M 
T7 n 

Pa (z, H)= à = dijOiy (Z, U), (4.8) 
1= = 


où les coefficients a;; se déterminent à partir du système d'équations 
algébriques linéaires 


Llqn, où) = G, Loi, i=1,.., N, j=1,..., M, (49) 


où Lip, p) = (Lp, Lib) — (Sp, L), 1, pæED(L), ou, sous la 
forme matricielle, 


25* 
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où 4 — (A gs nos Ain = (Lois, Lou) —(So;;, Lou) = (@; (2) Ÿs (Lu), 
Fa (z)diu)) — (SD; (z, u) Yu), Paz) Wu)), a=(a;;), f=(f;)). 


La matrice À est définie positive. En effet, pour v,=— 
— > a;j0;;j, ON à 
i, 
(Aa, = 22 À ;3, RG jdri = (Lvr, Lv,) — 
—(Sv,, Lu;)=(Lvu,, Lu,)—(SL'1Lv,, Lu,)>(1—26,)1[Lvu, |F = 


=(1—0,) | D ai: (2) bi (uE > 0 


(on s'est servi du fait que ((72 — SL-hw, &) > (1 — b,) |] v |). 
Donc, (4.9) possède une solution unique qui définit æ, de façon 
unique. 

Etudions la convergence de œ, vers la solution exacte . Les con- 
ditions du théorème { du $ 10, chap. 1, sont remplies de par la cons- 
truction de la base {w;;} et des propriétés de l'opérateur. De là il 
s'ensuit que tx —q. (L — S) ç, —f pour k—+0, Au — 0. Pour 
majorer la vitesse de convergence de qç, vers ç, formulons la pro- 
position suivante: pour la fonction Q (œ, f) = Sg@ + f, on peut 

N M 
construire une combinaison linéaire Q = ») D a;yw; (z) wy (u), telle 
i=1 j—1 
que 
IQ (g, f) —Q1I< 0 (4 + (Au). (4.10) 


La démonstration de (4.10) est immédiate si l'on tient compte 
de la régularité de a (z), b (2), f (z, u) et 8 (1, a”) et des propriétés 
des fonctions {q; (z) Y; (u)}. 


THÉOREME {. La solution approchée y, converge vers q@ pour h, 
Au — 0 et, en outre, 


IL (q — pr) < O (4 + (Au)t). (4.11) 
DÉMONSTRATION. Comme 
Lg, D >allLplF 1Æ£(p, D'I< ce Lo I Z 
OÙ Cy, Co >> 0, p, VED (L), alors nl L(P — Pr, P — Pa) = 
= L(G — En, F — Fr OÙ Fr TA à c:5P;0;, ci; étant des cons- 


tantes arbitraires. implique l'inégalité [|] L (9 — @») À < 
call L(g — gr) I, où la constante c; est indépendante des fonc- 
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tions considérées, de À et de Au. De là il résulte que 
N M , 
IL (o— en) Pc infllQ(s, p)— 2 2 cuvits [F. 
ij TE = 


Cette inégalité et (4.10) entraînent la proposition du théorème. 
Traitons le cas où 8 (u, un”) et f (z, u) sont de la forme 


J J 
O(u, n)= 2 65P; (u)P;(u), f(, p)= 2 1) Pju), (4.12) 


où P;(u) sont des polynômes orthonormés de Legendre, 8; des cons- 
tantes, J un nombre fini, quant aux fonctions /; (2), elles sont 
supposées dérivables par morceaux, de classe C(), avec éventuelle- 
ment des discontinuités de première espèce aux points 2;, à = Â, ... 


Si J n’est pas trop élevé, on cherche la solution approchée sous 
la forme 


J 
> a;3D;(z, u) P;(u), (4.13) 


— 
— 


IL 42 


Pa (5, LL) = 


où les a;; se déduisent du système d'équations 
L (Pr: W;j) _ (7, Lw;;), Lil, 34 4V j = us, J, 


ou, ce qui est équivalent, 
(LPns LO;P;) —— (Sp, LO;P;) + (f, LO;P;), (4.14) 
= lies NN, J= lisa d: 


Signalons que si les fonctions de base sont ainsi choisies, on obtient 
une matrice diagonale au premier membre de (4.14). 


THÉORÈME 2. Si et f sont de la forme (4.12), alors ç, converge 
vers @ pour h —+ 0 et l'on a la majoration 
IL (p — pr) O (h). (4.15) 


DÉMONSTRATION. La procédure usuelle (cf. théorème 1) nous 
conduit à l'inégalité 


J N J 
° . 2 
IL(p—en ee int|S P;G) Gr +1)—X S'eumPi| = 
D set i=1 j=1 
J T 
—=cinf | a (:) 
Ctj 3=1 0 


N 
Oyns(z) + f5— > CiPa (z) | dz, 


i=i 
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L 


où n;(2) = b CA P;(u”)ç(z u”) du’. De [39] il s'ensuit que 
24 
n; (z) admet une dérivée par rapport à z de carré sommable sur cha- 


que intervalle (2, ie z;l. Cette circonstance et les propriétés d appro- 
ximation des fonctions fgç;} nous donnent 


IL (ç — qu) I < O (k°). 
d'où (4.15). 

4.2. Cas d'une diffusion isotrope. Forme des fonctions de base. 
Considérons le problème isotrope (4.1). (4.2), c'est-à-dire le cas où 
6 = { et f = f(z). Dans ce problème, les fonctions {O;(z, u)} 
décrivent le comportement de la solution (3, u) par l'intermé- 
diaire de u (cette conclusion peut être tirée, par exemple, du théo- 
rème 3 plus bas). Aussi se passera-t-on des fonctions de base supplé- 
mentaires £{w,(u)}; cette réduction importante du nombre de 
fonctions de base entraîne une diminution de l’ordre du système. 

Cherchons la solution approchée sous la forme 


. 
gn(z pe À aD:(s, p), (4.16) 
où les coefficients a; se déterminent à partir du système 


L(Çhs D;) —= (7, L®;). = Le ss N, (4.17) 


qui admet une solution unique. 


THÉORÈME 3. Si a (z:), b (z) et f (z) sont des fonctions difjféren- 
tiables par morceaux de classe CY présentant éventuellement des dis- 
continuilés de première espèce en un nombre fini de points 2;, i = 
= 1, ..., Î, alors la solution approchée (4.16) converge vers la solu- 
tion exacte pour h —+ 0 et l'on a les majorations 


IL (p— ga) IKO (k), (4.18) 
1 
Il To — Po. nllzito. T1 <O (a? In +) : (4.19) 
1 
où Go (2) = (TE u) du. 


A 


DÉMONSTRATION. La démonstration de (4.18) est calquée, 

a quelques simplifications évidentes près, sur celle du théorème Î. 
Prouvons (4.19). Considérons, à cet effet, l'identité 
N 


L(g—qnu L'ILE H)= SL (r—-q, L'(L* 2 cipi (2))), 
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où L* est l’adjoint de L, ÿ — # (:) € Lx 10, 7}, c; sont des cons- 
tantes arbitraires. Vu que la fonction L (g — q;) ne dépend pas 
de u, cette identité peut être mise sous la forme 


L(p—qpr, L'ILE MY) — 
T N 


= 2 | | a(z)L(q— qu) (SeL* D ' ciqui) dz— 
0 i-1 
T N 
_ | S (q — pr) (SoL* Hp D cp (:)) dz |, 
0 i=1 
_où S5P= + ( qdu. Il s'ensuit de là 


1 


T 
| | a (2) 4 (3)(Po (2) -— Fo, à (2)) dz | — d, [1 a (Po — Po. à) Ma I ze 
0 


<c|L(p— En) llrato, | SoL*? je ci | 
i=1 


Lot, T]? 


où la constante c est indépendante de q et de À. Posons 
ci = (SoL* “M}) (zi+1 + 0). 


Comme S,L"E = S,L*-Uy (cf. [74]) et que la fonction D (z) = 
= $S,L”hf est, en vertu des résultats du $ 1, telle que 


[DD —D()1Sch (A + Ink!) plie 12-32 1<A. 


il vient 


à 
So L* -1y — 2 ciqullz SUV IILLO{R (+ In}. (4.20) 


— 
1—= 


Donc, 

T 

| À aŸ (Fo — Po, #) d2 | 
SUD ————— — #b, || a (Po — Fo, n) Il 
TEL LYllz, 

|| L(p—p) Il O (AE nl). (4.21) 
De (4.21) et (4.18) on déduit l'inégalité 
( — b,) [la (fo — Fo, n) | Lilo .T] & O0 (4° (1 — [in k 1). 
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Comme b, L'iet a (2) > ao >> 0, on déduit (4.19) de cette relation 
en admettant que h est petit. C.Q.F.D. 

Etudions la convergence de Œo. , vers @, pour des conditions plus 
générales sur a (2), b (z) et f (z). 


THÉORÈME 4. Si a(z), b(z) E LA [0, T] et f (2) € L, [0, T], 
p > 1, alors %o.n converge vers «po (z) pour h — 0 et. en outre, 


{ | 
I Po — Po. à ILato, T7) <O U In —) . (4.22 


DÉMONSTRATION. Ce théorème résultera de (4.21) si l’on prouve 
que || Z (p — œ) Ilz, est uniformément bornée en h. Il suffit d'étu- 
dier seulement le cas, où p = 1. 

Multiplions chaque équation (4.17) par c; — sgn a;. sommons 
les résultats sur j entre { et V et effectuons des majorations élé- 
mentaires. Nous obtenons alors 


N 


| T 
{du [at D late (a d< 
0 


i=1 


1 T Y T 
<b, [du la lalpdz+2 | a fl dz, 
al 0  i=1 0 
1 T N : T 
fau fat D lag: ( ds | a(:) fl ds. 
1=1 0 
Mais comme 
T | T 1 N A T 
fes fallendue da: |aY lalprdug-— | a (2) 1f1 d2, 
0 - 1 0 1 i-=1 0 


alors || Lœ,{I|z, et IL (g— @h)llz, Sont uniformément bornées, ce 
qui nous conduit à la. majoration (4.22). 

REMARQUE. Considérons le problème isotrope pour a(z)=1, 
1{(z)=23, b—0, T —1 et le réseau :, —i-h de pas h—1,:V. Alors 


Zÿ 


a =+— | 3 d = = — Bit Ses dans (4.16) et, par suite, || L(@— ®,) il? — 
Zi1 
L'ART 
2», j [z— a Éd” c'est-à-dire qu’ incipe | 
2 &— a; =: qu’en principe les majo- 


i=1 2 


rations (à. 11), (4.15), (4.18) ne sont pas améliorables. 
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Fig. 59 


dia = D Bisas + frs i= 1, ss à NW, (4.23) 
J 


où dis = (pi, qi), Bi; = (SD;, pj). fi = (f, p;). La matrice du 
premier membre de (4.23) étant diagonale, il est aisé de résoudre le 
système par une methode itérative. Par ailleurs, les propriétés des 
fonctions de base initiales {qç;} simplifient le calcul des éléments 
de la matrice et des valeurs de (f, ;). Ces calculs peuvent être effec- 
tués par des quadralures appropriées [3]. Si les coefficients du pro- 
blème sont constants par morceaux, alors d;; et B:;; de (4.25) se 
calculent explicitement. Par exemple. 


D; —= 2b; (a;h; —— E; (a;h;) — 1/2), 

Re 
où a (2) = d\;, b (2) — bi, 2 € (55-10 2;), En (x) ne ler 

Î 
valeurs des fonctions £, (x) et e”* peuvent être calculées de façon 
assez exacte et économique par des méthodes de tabulation et de 
développement en série (cf. [16]) ainsi que par des approximations. 
[ndiquons en conclusion la forme des fonctions {®; (z, u)} si 


dy. Les- 
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les coefficients a (z) sont constants par morceaux: {a; = const. 
z Elzine 2, i = 1, ..., N} (fig. 59). 
Cas un > 0: 


[ 0, 2<3,.,; 
1 — exp {— En À + 2 ]Z;-s Zi]; 


H 
ET) 
D, = ZEÏZ;, Zi]; 


j-1 
. aj(=:—:;) V ah ! : aih; 
exp —— —"—-} — > (lex {—<%}), 
l=i+1 
(2 2Elzp 2j j=i+2, .... N. 


Cas u<<0: 
{ 0. :2>5;: 
exp {2}, ses sil; 
D. — 1 .j XP (“2 } (1— exp {=}) - SÉI222; 4; 


pfl ES), S fi epfu)), 


[—j+1 
D Bilss 2 Cage ile Te as de 


Si les problèmes sont traités sur ordinateur, les fonctions ®; (z, u) 
peuvent être décrites par des procédures réelles ou par un bloc dans 
les parties nécessaires du programme. 

4.3. Problème à symétrie sphérique. Considérons le problème 
à symétrie sphérique pour l'équation de transport à diffusion iso- 
trope : 


l 
{ og 1—u° 9ç l ; ? a 
(u + LE) 4e Lot modn fn, (4.24 


a (r) r opt | 
ç (R. u) = 0. pour u € [—1, Of. (4.25) 

ou, sous la forme opératorielle (cf. $ 1), 
Lu = Sp — f. (4.26) 


Intégrons l'équation (4.26) par la méthode des moindres carrés 
généralisée. Admettons que a (r). b (r) et f (r) sont des fonctions 
différentiables par morceaux présentant éventuellement des discon- 
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tinuités de première espèce aux points r;, i = 1, ..., [ +1, 


To = 0, Vr+1 — À. 
Munissons [0, R] d’un réseau de nœuds 0 --r, Kr, <<... 
... <rn = R tel que pour k; =r; —r;, et k = R/N, l'on ait 


OCR Eh, T= ses À, (4.27) 


où les constantes c, et c, sont indépendantes de À; et À. On admettra 
dans la suite que si le réseau n’est pas uniforme, alors les nœuds sont 
choisis de telle sorte qu'une partie d’entre eux est confondue avec 


les points ra i — 1, ..., Z, en lesquels la fonction © (r) — 
1 
— cal | ç du” + f(r) subil une discontinuité. Cette condition 


si 
est levée si le réseau est uniforme. 
Définissons les fonctions suivantes: 


1, pourrEfr;x rl, j=1,...,N, 
Ps (7) = 0, dans les autres points, 


et considérons le système {®;(r, u)} de solutions des équations 
LD, = œ;(r), Î — Re 
Toute solution ®;(r. u) est définie par les formules [76] 
R 
* exp{—Z(r. p, n}@;(p)a(p)p 
D;(r. u) = À EG pe u< 0, 


®;(r, nu) =®;(r. —u)exp{ --2J (r, r. u)} + 


6 ch(J(r. p. hha(p)g;:(p)p 
+2zexp{—J(r.r.u)} | pra pp dP. hH>0, 
rV i-pu* 
où 
[a 
_. a(u)u du 
Tr. p, u)= rene S 
e (u) u du 
a 
Jp | ro: 
rV'i-u: 


Pour 8 = 1 et f = f (z) les fonctions {®; (r, u)} définissent (comme 
dans le problème (4.1), (4.2)) le caractère de la dépendance de la 
solution de l'équation (4.26) par rapport à la variable n. Cherchons 
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la solution approchée sous la forme 


N 
Pn(r, U) à a;ÿ®O,(r, u), (4.28) 
où les coefficients a; se déterminent à partir du système d'équations 
L(En Dj = (f, LD), j=1....,N, (4.29) 


où Æ(ÿ, p) = (LY, Ly) — (Sp, Le), +, y ED (L). 
Le système (4.29) se met sous la forme matricielle 
Aa = Ba + f, 
a: 
où À = diag (Ai), Au=(p; pi=2 ( r*a (r) dr, B=—(B;;), 
ju 


dE: 


1 
Biy= (on S0p= | r'a(r)é(r)dr | ®,(r, u)du, 
Ti 1 

é 


f=Guee. ) h= pp=2 | rfi dr. 


Ti-1 
Les matrices des systèmes considérés sont définies positives, en 
vertu des propriétés des opérateurs L et S. Donc, le système (4.29) 
admet une solution unique qui définit une seule solution approchée 
@n (r, u). Une fois qu'on connaît a;, on peut déterminer œç, (7, pi) 
par la formule (4.28). 

Penchons-nous maintenant sur les problèmes d'approximation 
et de majoration de la vitesse de convergence de œ, (r, u) vers la 
solution exacte œ (r, L). 


1 
THÉORÈME ©. Pour Q (r) = 2 } o du + f(r) on peut construire 


N 
une fonction Q"(r)— à a;p; telle que: si le réseau n'est pas uni- 
= 


forme, alors 


IQ —Q"1I< O0 (); (4.30) 
si le réseau est uniforme et de pas h, alors 


IQ —@QI<O(R) +O(RA) VI _max [AO (4.31) 


où A;Q = Q (ri + 0) — Q (rs — 0). 
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DÉMONSTRATION. Traitons d'abord le cas d'un réseau non uni- 
forme. Supposons que a; = Q (r;-1 +— 0). Alors 


T4 
\ r'a(r)|Q—Q"|*dr<&O(R3), i—1, 
r = 
TI Î r . 
| r°a (r) |Q —Q"|° dr — r°a «r)| | IE dr F dr £ 
fi-1 ) ii 


à £ g 
< | = à qi { =|# di i | le 


Ti-1 T1 


dQ [2 | 
4 { | dr, i> 2. 


Donc, 


dQ |? ; 
+ | dr &O (h?). 


R R 
| ra |Q — Q"]2 dr &O (h3) + O0 (h?) À r? 
0 r1 


Supposons maintenant que le réseau est uniforme et de pas À. 
Considérons l'intervalle }r;_:, r'jl qui contient le point de discon- 


tinuité r;. Soient a; = (Q (r, — 0) — Q (r; — 0))/2 et ax = 


= Q (r,-1 + 0), où A j. Majorons Q — Q" sur fr; rl en se 
servant de (1.43): 


oo: = 10m a =|0 m0. -0- ref 


Donc, 
| a (r) r? |Q —Q*]? dr O (h In? k) + O (h) [A,Q[2. 
T J-1 
1 
De façon analogue, en majorant | ra |[Q— Q*]| dr, on obtient 
Fi 
Tj 
| réa (r) 1Q—Q"12 dr &O (H3 In? +) +0 (H) |AQIE. 


rj-1 
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Sur les intervalles ne comprenant pas de points de discontinuilé 
de @, la quantité Q — Q" se majore comme dans le cas d’un réseau 
non uniforme. En ajoutant les majorations établies, on obtient 
(4.31). C.Q.F.D. 

Si l'on reprend les raisonnements qui ont servi à prouver les 
théorèmes 3 et 4 et que l’on tienne compte des résultats du théorè- 
me 5, on est conduit aux conclusions suivantes. 


THÉORÊME 6. La solution approchée w, (r, un) converge pour 


h — 0 vers la solulion exacte w (r, u) de l’équation (4.26) et l’on a les 
majorations: si le réseau n'est pas uniforme, alors 


IL (og — pr) I < O (), (4.52) 
I Ço — Po. à llzg to. rm = © (A [In |); 
si le réseau est uniforme, alors 
IL(p—p)ISO()+O(UR)VT max IA. 


Il Po — Po. à Luc, RS (4.33) 
<O(kIInA|)+0(k#%1InAl)VT max |A:Q1; 
im l, ... 


si f (r) n’est que de puissance p-ième sommable (p > 1) sur une sphère, 
alors Po. » Converge vers , pour h— 0, et, de plus, 


Î Po — Po. à Ilzito, RO (k [In |), (4.34) 
où 
5 R 
Potr=s | pt, du leo, m= | r°1ptI dr. 
" D 


1 
nd x — 1 l 
REMARQUE. Si l'on admet à priori que fo (r) = 3 | q du est 


21 
plus régulière qu’au $ 1 et que pour œ; (r) on prenne des fonctions 
à support borné douées de meilleures propriétés d'approximation 
(cf. chap. 2), alors les résultats obtenus seront incontestablement 
améliorés. 

Une importante caractéristique des méthodes d'intégration 
approchée de l'équation de transport est la réalisation de la con- 
dition de bilan [26, 28, 76]. Voyons si cette condition est remplie 
dans la méthode des moindres carrés généralisée sur l'exemple du 
problème isotrope à symétrie sphérique. Multiplions, à cet effet, 
chaque équation du système (4.29) par l'unité et ajoutons les résul- 
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tats. Des calculs élémentaires nous conduisent à 


R R 
je)+ | ra) (br) go. nr) dr = | a(r)ref(r)dr. (4.35) 
0 0 


l 


HPa (A, HN) du, Go.r = _. | œrdu. relation qui 
-1 


Lu 1 
ou j()=—+ 


OO — 


exprime la condition de bilan pour ce problème. Si donc les fonc- 
tions de base {p; (r)} sont choisies de telle sorte qu'elles approchent 
exactement toute fonction identiquement égale à une constante, 
alors la condition de bilan est remplie si l’on intègre l'équation de 
transport par celte méthode. 

Indiquons la forme des fonctions de base D; (r, u) dans le cas 
où le coefficient a (r) est constant par morceaux et a (r) = a}-j,» 
pour r Er; rjl, j = 1, ..., N. 

Cas np < 0: 


( 0, r > r;; 

1—exp{—a,,,(V ri—r2(1—u2)—7r |u|)}, 
TEÏrjs rl; 

e-ftr. 4) (exp { — ape V re — r2(1—pu?2)}— 


— exp{—a;_ip Vri—r? (1— p°)}), 
rElrp-s ral: k<j— 1; 


D;(r, p)= { 


où 
j-1 _ 
à &- VAR pe) —V re sr (Au?) + 


Br, p) = 
asp (Vré-re (pi) —rlul)—a; 1e V ri —r2(1— ue). 
Cas p>0: 
D; (r, u) = ©; (r. — ) e--J{r, r. h)19Fy (r, u) e-J(r, pu), 


où 
k=1 
Jr, r,)= are V ri-r2(1—p2) + D Gj-yye (V rË—r2 (1 —p?) — 


VE, — r2(1—pu2)) + axe Vri-—r? (1 — y?) —ru), 
rV1—uE(ris, rh, r'Elras ral 
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[ 0 r>r,, rV 1 >rJ; 
sh (a;- wVri-r(1—1w)). FF: 
rVI—KEri rl: 
sh (B2+ ajuue Vri—rt(1— pu?) — 
V(r, p)=! — sh (Beta V rire (1— pe), 
r>rj- rVI=p<r,.; 
sh(a;_;,pru), r Elrs., rl. rVi—pElr;…, rjl ; 
sh (2 —a;_172ru) — sh (f2 +aj-ueV ER i—r?(1—u?)), 
Erin nb rVI-<r,; 
( 0, r<<r;_,; 


OÙ 
j-1 


Bar, p=anVri-r({-n)+ à, aise (V ri ri (1— pe) — 
Vire). rV1—uElris rl, Ki —1. 


EXEMPLE 1. Appliquons la méthode développée ci-dessus à la 
résolution du problème suivant : 


1 Ô {—nu° ULU ; b s # 
(u <E + + )+P=+ \qdn + f(r), 
“1 


qg(R;u)=0. per —1, Of, (3-36) 


a (r) = 2, b— 0,5, 


f()=+( (14 j'en emesn(= 2V Tr (1— pe)} du). 
La solution exacte (4.36) s'écrit 


+ A—exp{—2(V T7 (pr lul)}, p&O, 
( B)=4 4 
+ (—exp{—2(V 1 p +7 (0), p> 0. 


Le tableau 3 représente les résultats des calculs pour V = 10, 20, 
h — 1/N. 
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Tableau 3 
| œ(r, Li) On N= 10 Eps Ne20 
r—0 0,4323 0,4315 0,4321 
u—= —0,6 r=0,5 0,3543 0,3532 0,3540 
0,4323 0,4321 


0,4115 


r=0 0,4323 0,4315 0,4321 
u—0,6 r=0,5 0,4561 0,4553 0,4560 
r=1 0,4546 0,4516 0,4536 


Signalons que les calculs auxiliaires ont été effectués par les 
formules des rectangles et des trapèzes sans subdivision ultérieure 
des intervalles }r;_,, r;l (cf. $ 9, chap. 3). 

4.4. Equation de transport à plusieurs dimensions. Considérons 
le problème (1.8), (1.9) sous la forme opératorielle 


Le = Se +f, (4.37) 


J 
en admettant que le domaine D = | D; est soumis aux contraintes 


j=i 
du n° 1.4. Supposons, par ailleurs, que a (x) € C1. o (Dj), b(x) € 
€ Co, a (Gi) j == 1; .. À, 0<a<i. 

Supposons que, pour toute valeur du paramètre À, on puisse 
subdiviser tout domaine D, i = 1, ..., I, en un nombre fini de 
sous-domaines D®, k — 1, ..., N;, de telle sorte que diam D < 
<< ch, où la constante c est indépendante de k, j et hk. Soit 41 (x) 
la fonction caractéristique de D. Prenons le système {p:} pour 


fonctions de base initiales {; (x)}, où par souci de simplicité on a 
1 


unifié les indices, N =} N,.Ilest évident que le système {p, (x)} 
ei 


est dense dans Z, (D). 
Soit ®,(zx, s) une solution du problème 


LO=p i=1,..., MN © CN (4.38) 
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a(x— Es) dE} dE, 
(4.39) 


où d'est le diamètre du domaine D. On remarque immédiatement 
que les fonctions {®; (x, s)} sont linéairement indépendantes pour 
chaque W fixe. Prenons-les pour fonctions de base et cherchons la 
solution approchée sous la forme 


Di(z, s)= | a(r—Es)qu(r—Eàs, s)exp { — 
0 


< 
Pr= > ad, (x, s);: (4.40) 
i=1 
les coefficients a; se déterminent à partir du système d'équations 
algébriques linéaires 

L (Ph: ®;) —— (f, L®;), d — 1, ._. N, (4.41) 

où Æ(Wp, p) = (Ly, Lp) — (S%, Le), +, p ED (L). 
Le système (4.41) admet une matrice définie positive, donc une 


solution unique qui définit une seule solution approchée (4.40). 
Le système (4.41) peut être mis sous la forme 


N 


(rs Pi) a = 2 a (SL tp, pi) +(f, pi), i=1, ..., N. (4.42) 
De là et de la représentation de l'opérateur SL” [74] sous la forme 


SL | a(z')K(z, z')f(x')dz’, 
D 


1 
exp {—Iz—2'] | a(2è+(1—E) 2") dt] 
0 


Iz— 2x1 ? 
3 
21e (Gi), 


il s'ensuit que la résolution du système d'équations (4.41) passe 
nécessairement par le calcul des éléments 


B,;= | 2e | a(zx')K(x, zx')dzx' dx. (4.43) 
SUPP ; supp ®; 


K (x, z')= 


La connaissance de la forme explicite des fonctions ©; n'est pas 
indispensable à ce stade des calculs. Une fois les coefficients a; 
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connus, la solution approchée œ, (x, s) devient 


N à ë 
Pr (TZ, S) — > a; À a (r—Ës) p;(z—Ës) exp { — | a(z—EË's) dE} dé. 
ii 0 0 


(4.44) 
Si la fonction ®o, à (x) = _ @n (x, s’) ds” présente un intérêt 


pratique, on peut la construire à l’aide de la formule 


N 
Pn(n= De | aG)m(a)K(s z')dr, (4.4) 


{=1 D supp P; 


mais dans ce cas il n’est point besoin d’expliciter ®; (x, s). 
REMARQUE. La fonction ,, définie par la formule (4.44), 
\ 


étant solution de l'équation Lx = à ag; (x), dans les cas où 
ii 


l’on a besoin de connaître non seulement ®,, , (x), mais aussi 
Ph (Z;, S), on peut procéder comme suit: 1) définir les coefficients 
a; à partir du système (4.42) ; 2) construire , (x, s) non pas à l’aide 


de la formule (4.44), mais en intégrant l'équation Le, = D a;@s (x) 


par une méthode quelconque. Pour les domaines plans en (X, Y)-géo- 
métrie par exemple, on peut se servir de la méthode des identités 
intégrales dével oppée au $ 7 du chapitre précédent. 

Avant de majorer la vitesse de conv ergence de , vers œ formu- 
lons la De évidente suivante: si (x) € Co. « D, ), à = 
= 4, ” , 1,0 <a<'i, alors on peut construire une fonction 


Pr — D a;iY; (x) telle que 
i= 1 


O (h°) pour «€]0, 1[. 
I] p (x) — — Pr DE O(hl]in |) pour no (4.46) 


THÉOREME 1. Si f(x) E Co. & (Di), à = 1, , Î, alors les 


fonctions qn (x, s) convergent vers @ (x, s) pour h - — 0 et l'on a les 
majorations suivantes : 


IL (p— pa) ISO (°), 


4.47 

NP Po, n lac) SO (RE + RUE ]In A) pour &€]0, 11: (FD 
IL(p—pr)I<O(klnR|), 

1 Po—T .nllaun<O(H3In2h) pour a = 1. (3.48) 
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DÉMONSTRATION. En reprenant les raisonnements du théo- 
rème 1, on obtient l'inégalité 


IL (pe) Se inf] Q ()— À bp () |; 
ê i=1 


où Q (x) — lv dw” + f(x). De là, des propositions du n° 1.4 
Q 
et de (4.46) on déduit les premières majorations de (4.47) et (4.48). 
Considérons maintenant l'identité 
N 
L(p—qr, L'IL+ Hp) = £ (p—pr, L'ILE Hp 2 CiDi)s 
=i 


où Ÿ (x) est une fonction arbitraire de L, (D), c; des constantes 
arbitraires. Il est immédiat de remarquer que le premier de cette 
identité vérifie la minoration: 


| | a (x) (Po— Po, à) Ÿ (x) dx |: Il & (Po— Po. à) Iza PL 
D 

LIL (p—n L'ILE -M)], 
OÙ V1 = bd, (1 — e-cid) L'1. Comme (L — S) (p — wp,) est indé- 


pendant de s et que SL = SL* lp, des majorations simples 
nous donnent : 


N 
L (p— a, L'1L#-Mp— > Di) I < 


i=1 


<ellL(p—en) In] | LP d0— > ag] 
Q i= 


4 


rieur de supp, ; alors 


Supposons que = ( | LM du) (x;), où zx, est un point inté- 
Q 


| LH} > cie | El Ilnsens O (+R (1 + Min I). 


En groupant les majorations établies, on trouve 


| ( a (z) (Po— Po. h) Ÿ (x) äz | 
D 


TV ze V1 11 & (Po — Po, n) Irc) < 


<O (#®+hin +) 1 L(E—œn) lle 
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La fonction 4 € L+ (D) étant arbitraire, cette inégalité entraîne 


(1 — y) 11 a (Po — Po. n) IztD) < 
<O(H+hIn+)lIL(p—Œnlu (4.49) 


Les autres propositions du théorème résultent de l'inégalité 1 — ÿ1 > 
> 0 et des premières majorations de (4.47), (4.48). 

Supposons que dans le problème étudié f (x) € Lr (D), p > 1. 
En reprenant la démonstration du théorème 4, on établit sans peine 
que la quantité || L (® — :) |lz, est uniformément bornée en h. 
En répétant ensuite les raisonnements du théorème 7, on obtient 
l'inégalité (4.49) qui entraîne la proposition suivante. 


THÉORÈME 8. Sia(r)},b(x) E Co a (Disi=1,..., 1,f(x) € 
€ L) (D), p > 1, alors po. x converge vers po (x) pour k—+ 0 et l’on 
a la majoration 


Po Po. nlluem<O (H+kIn), &@el0, 1]. (4.50) 


REMARQUE. La méthode d'intégration de l'équation (4.37) 
peut être appliquée à la résolution de l'équation adjointe 


Lt = Sp +g, g€EB. (4.51) 


On obtient ici un système d'équations algébriques linéaires dont 
la matrice est confondue avec celle du système (4.41). Cette circons- 
tance peut être profitable dans les problèmes de théorie du trans- 
port qui impliquent de connaître et la solution de (4.37) et la solu- 
tion de l’équation adjointe (4.51). A noter que les majorations de 
la vitesse de convergence des solutions approchées du problème (1.8), 

1.9) sont valables pour le problème adjoint. 
EXEMPLE 2. Supposons que dans le problème (1.8), (1.9) 


D={z= (xs, 2, ts): 2,E€]0, Î[, i=1, 2, 3}, 
3 
a—1, b—0,, f(2)=10 IT z(1 -z)). 


Calculons le flux intégral , (x) par la méthode des moindres carrés 
généralisée et à l’aide de la fonction de Green approchée. Le ta- 
bleau 4 représente les résultats des calculs de œo, à, (x) pour W, = 5, 
za = 0,5, xs = 0,5. Le système (4.41) a été résolu par la méthode 
des approximations successives à l’aide de trois itérations, et l’ac- 
croissement du nombre de ces dernières n’a pas contribué à amé- 
liorer la solution. L'augmentation du nombre de pas par rapport 
à chaque variable a entraîné un changement du troisième chi 
significatif. 
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Tableau 4 
x1 = 0,1 x1= 0,3 x1 = 0,9 
Po. h par la méthode des moindres 
carrés généralisée 2,635 4,578 5,324 
Po. h à l’aide de la fonction de Green 
approchée 2,633 4,575 5,320 


4.5. Problème à source ponctuelle. Dans les problèmes pratiques 


» 


on a souvent à calculer la valeur du flux intégral q4 (xx) = 


= | o (z:, s) do en un point donné zx, € D en fonction du choix 


Q 
des sources f (x). Les fonctions q et f sont reliées par l'équation 
Le = Sp+f(x)}, f(x) = F (x)/a (x). (4.52) 
Il est manifestement vain de chercher (par une méthode d'approxi- 
mation) la solution œ associée à une source f (x) et de calculer ensuite 
Po (T2). Aussi la résolution de ce problème passe-t-elle par celle de 
l'équation adjointe 
Lt = Sb + g, gr) = G(x)/a (x), (4.53) 
où G = Ô (x — x,) est une delta-source, dont la solution joue le 
rôle d’une fonction de Green. En multipliant (4.52) scalairement 


dans B par v et (4.53) par et eu retranchant les expressions obte- 
nues, on est conduit à l'égalité 


(f, D) = (g, œ), 
où 
le()f(a) tordre o(ne(aotr)dr, (4.54 


D D 


Po (x)=— | (zx, s) do, Vo(z) = | Y(zx, s)dz. 
Q Q 


Si l’on admet que a (x) est continue au voisinage du point x,,alors 
les propriétés des fonctions de Dirac nous conduisent à la relation 
[5]: 


Po (Zx) = | a (zx) f (x) Vo (x) dx = | F(z)b(z)dr. (4.55) 
D D 


De (4.55) on tire la conclusion suivante: pour calculer toutes les 
valeurs {vp, (x:)} associées à {f (r)}, il suffit d'intégrer une seule 
fois (4.53) el ensuite de se servir de la formule (4.55). Ainsi, le pro- 
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blème se ramène à la recherche de la solution numérique de l’équa- 
tion adjointe (4.53) avec une source ponctuelle G = Ô (x — x:). 
Ilustrons ce qui vient d'être dit à l’aide de l'algorithme du numéro 
précédent. 

Supposons d’abord que l'équation (4.53) est intégrée pour g (x) € 
€ Wi (D) et que les coefficients a (x) et b (x) appartiennent, par 
souci de simplicité, à Co. à (D), 0 << & << 1. Supposons encore que 
les fonctions de base initiales {; (x)} sont celles du numéro préce- 
dent. Cherchons une solution approchée de (4.53) sous la forme 


N°} 
az, s)= D bOD,(x,s), D,(z, s)=(L*) 1 @p,.1 
i=1 


Définissons les coefficients b; à partir du système d'équations 
algébriques 


(Lt, L*D,)=(Sbr, L*D,)+(g, L*®,), i=1, ...,N, (4.56) 


système qui admet une seule solution. La solution approchée 1, (zx, s) 
converge vers + (x, s) pour À —+ 0 et, de plus, 


IL Cb— bn) ISO (RS), IT To — Vo, à ll SO (KT). (4.57) 


Supposons maintenant que dans (4.53) la fonction g (x) est de la 
forme g (x) = Ô (x — x,)/a (x), xx E D. Suivant [52], mettons la 
solution 1 (x, s) sous la forme 

n— 1 

Ÿ= D v+u, 

i=1 
où les fonctions cv; (x, s) et u (x, s) se déterminent comme les solu- 
tions (distributionnelles!) des équations 


+ (s gradv;)+v;=gs, i=1,...,n—1, 


{ | Rs 
— (s, gradu)+u—g,, 


où 
Ô(z— b 
= D (ge judo, i=t sn. 
Q 
J b nd 
En= 7 | Ud0 + En; 
Q 


avec la condition aux limites (1.7). Le nombre de fonctions v, est 
défini par l'indice nr pour lequel g, et, donc, u (x, s) admettent la 
régularité voulue. Au [52] on montre que pour g = 6 (x — x,)/a (x) 
la fonction g, présente une singularité de type —1In | x — zx, |. 
Mais comme [|In | x — x4 | [lim Sc, où c est une constante 
indépendante de z;,, on admettra que g, € WI (D), D € R:. 
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Désignons par u, (x, s) une solution approchée de (4.53) pour 
g = £83 € W, (D) et déterminons une solution approchée de l’équa- 
tion adjointe (4.53) pour g = ô (x — x,)/a (x) en posant 
n—1 


bn= D Vi(z, s)+u (x, s). (4.58) 
i= 1 


Les majorations (4.57) aidant, on remarque immédiatement que 
pour toute fonction continue f (x) on a la majoration 


| Ÿ 0) Oro — to. à) de | II Ici) O (%*). (4.59) 
D 


Considérons (4.51) et (4.52) simultanément. Si g = Ô (x — 
— z})/a (x), on a alors (4.55). Soit 1} (x, s) une solution approchée 
de (4.53) définie par la formule (4.58). Appelons valeur approchée 
de la fonction , (x) en un point x, la quantité 


Po. a (&x) = \ f (x) a (a) Vo. à (&) d2. (4.60) 


De (4.59) il s'ensuit que si f (x) € C (D), alors po, n (xr) converge 
vers Po (x2) pour À —+ 0, et l’on a la majoration 


| Po (Ta) — Fo. à (tn) | K 1 f [lc O (h°a). (4.61) 

C'est précisément par cette méthode que les valeurs de 0, x (xx) 
ont été calculées à la fin du n° 4.4. 

4.6. Stabilité. Montrons que la méthode des moindres carrés 
généralisée est stable moyennant un choix spécial des fonctions de 
base. 

Mettons le système (4.42) sous la forme 


La = f, (4.62) 
où a = (a;, . a x)T, Î = (fr .) ES LA 2 = 1 — B, B = (B;;), 


Bi5=- _ a (2)b(x) dx | a(z')Æ (x, raz (| a(x) dr)", 
" à, D; D, 
je freree(feue n D, = D f\ supp px. 
Pi 


Supposons que des erreurs de calcul nous conduisent au système 
perturbé 


La = fe. (4.63) 
La solution (si eîle existe) ae — (ai, ,, . .., ax, .)T de (4.63) 
définit la solution approchée perturbée 


N 
Pe,.n (x, S) — D Gi, eO; (x. S). (4.64) 
{um 1 
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On dira que la procédure de construction de la solution approchée 
est stable s’il existe des constantes p, q et r indépendantes de À 


telles que pour || Le Le Ilx << r le système (4.63) admette une 
solution unique et que pour toute fonction 1 (r, s)E Lx (Q X D) 
l'on ait 


IL (Pn — Fe, h}, Ÿ)| 


<PIl LÉ Le lle + qlf—fe los (4.65) 
IT Lex D) 


N 
où [fl = max [fi], NL max (2 Lil). 
è J= 
Mettons (4.63) sous la forme 
a,=Ba,+(L—-L)a.+f, (4.66) 


et désignons par r tout nombre vérifiant la double inégalité 0 < 
<r<A — Y1, où M = b, (1—e td) L1. Comme ||B ||» < V1 


le système (4.63) admet pour [L—L,|L<r<1—7y, une 
solution unique qui peut être acquise, par exemple, par la méthode 
des approximations successives et qui vérifie la majoration à priori 


Mae lle < fe Hoi(t — Yi —r) = cl fe Iloo- (4.67) 


Supposons que f(r) E Lœ (D). Alors [| flo < 117 Irootp) €tr 
par suite, 


ae oo < CNT — fe Ho + If HLootpi)- (4.65) 

De (4.62) et (4.63) on déduit le système en ê = a — a, 
E= BE (L,— L)a,+(f— fe), 
qui admet une solution unique telle que 
ÎLE Île SIL — Le Ioo | Se [lo + 1 — fe Île): (1 — Vi) 

En tenant compte de (4.68), on déduit de là que 

a ae 11 c4 1 L — Le [leo + C2 1] Ÿ — fe Îloos 
où les constantes c, et c. sont indépendantes de . Nlais 


A 


| | a (x) Ÿ (aj—ai,e)pi(z)Ÿ(, s) dr dw | 
IL(Qu— Pen), WI ___axp =! 


IP 1 cox D) IL cax D) 


<p|| L— Le lo — 91 f—felles 


où p—4AC.T | a(z)dzr, q—=40n | a(x) dx, autrement dit, la procé- 


< 


D Q 
dure de construction de la solution est stable. 


ÉPILOGUE 


SUR L’INTÉGRATION DE CERTAINES 
ÉQUATIONS D’ÉVOLUTION PAR LES MÉTHODES 
DE DÉCOMPOSITION 


Dans cet ouvrage, les méthodes aux éléments finis ont été développées 
<n détail pour des problèmes élémentaires de physique mathématique. Ce qui 
explique que les modèles mathématiques et leurs approximations par éléments 
finis admettaient une analyse et une justification théorique relativement sim- 
ples. Mais, dans la pratique, on peut être confronté à des problèmes bien plus 
compliqués. Une question vient lors à l'esprit : n'est-il pas possible de ramener 
par une réduction appropriée les problèmes complexes donnés ou leurs approxi- 
mations, discrétisées par une méthode aux éléments finis sur les variables spa- 
tiales, à des problèmes plus simples. en particulier. à ceux examinés dans cet 
ouvrage, et qu'après cette réduction le problème initial soit facilement réalisable 
sur ordinateur ? Il se trouve que cette méthode universelle existe bien pour de 
nombreux problèmes d'évolution et a pour nom méthode de décomposition. 

Signalons, par ailleurs, que dans nombre de cas le problème stationnaire, 
par exemple pour une équation elliptique avec un opérateur défini positif. 
peut être approché par un problème analogue pour une équation d'évolution. 
On démontre que, sous des conditions assez larges. la solution du problème 
d'évolution tend vers celle du problème elliptique initial lorsque ia variable 
temporelle tend vers l'infini. C’est dire que le problème d’évolution se prête 
bien à l'étude de moult problèmes de physique mathématique. 

Dans cet épilogue. on indiquera quelques généralités sur la méthode de 
décomposition appliquée à des équations d'évolution du type du/dt + Au = f. 
où À est un opérateur semi-défini positif, puis on l'illustrera sur une équation 
parabolique et une équation de transport non stationnaire. 

{. Méthode de décomposition des composantes. Supposons que la méthode 
des éléments finis ramène un problème de physique ithématique à un système 
d'équations différentielles ordinaires 


+ iv 110. FI. (1.1) 


avec la condition initiale 
® = £g, = 0, (1.2) 


Supposons que À (#) = À (#) + Aa (0), Aa (0) > 0. À (6) > 0. c'est-à-dire 
ue Àa (t) sont des matrices semi-définies positives (à £ f'xe) dans un espace de 
onctions vectorielles o muni du produit scalaire (ç.+4) et de la norme |fçil = 

= (p. p)'/2. Sur l'intervalle [t;, tj4al, considérons l’approximation 4}, = 


— À (tj41/2) des matrices À (t) dans l'hypothèse que leurs éléments soient 
assez réguliers. Construisons pour le problème homogène associé à (1.1), (1.2) 


un svstème d'équations discrétisées constitué d’une suite de schémas élémentaires 
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de Crank-Nikolson 


pi+1/2 — pi LA) PTE 0, 

T 2 (1.3) 
T OS 2 

où t= 7/J,j=0,1,.... J —1, q = £g. 


Le système (1.3) peut être ramené à l'équation suivante par élimination 
des fonctions auxiliaires qi"! =: 


a) 


piti=Tipi, (1.4) 
où 


À « T'as \TE La T «: A T a: 7: TA: 
f=(r+z Ai) (i—-54)(i+s A) (A). ds 


Penchons-nous d’abord sur le problème d'approximation. A cet effet, 
développons l'opérateur Ti suivant les puissances de t, en admettant que 
17 HA < 2. Nous obtenons finalement 


Si les opérateurs A commutent, c'est-ä-dire si A?A) — A4], alors le dévr- 
loppement (1.6) dévient 


A; A A, Tr? A. 
Ti=I1—TAi+-- (AI): — ° OA (1.7) 


Donc, si À, () > 0. À + (4) > 0, et si les éléments de ces matrices et la 
solution ® du problème (1.1), (1.2) sont assez réguliers, alors le schéma aux dif- 
férences 4.3) est absolument stable, car [[7/|| 1 (ceci résulte du lemme de 


Kellogg qui dit que si À > 0, &c > 0, alors IT — cÀ) ( + 0A)-1|| < 1) et 
il approche l'équation initiale (1.1) à l’ordre deux ou un sur + selon que les 


opérateurs À j et Àj commutent ou non. 

Approchons maintenant les opérateurs A; (4) et À e (t) non pas sur l’inter- 
valle Le, til comme dans (1.3), mais sur [t;-1, tj1]. Posons A? = À: (2) 
et considérons les deux systèmes d'équations discrétisées suivants: 


1/2 @i-l  , - @i-1/2 j—1 
p} / œp} Li? [2 + p7 . 


T ET 2 
à 7. (1.8) 
_mJ-1/2 ne 1/2 
PEU + 3j PHP 0; 
pit1/2— nd pi+1/2L pi 
oO vu nn 
(1.9) 


+1 q@iti/2  ,.œj*i +172 
EE + GG EP 0 


Le cycle de calculs consiste précisément à appliquer alternativement les schémas 
aux différences (1.8), (1.9). On démontre, comme plus haut, qu'un cycle de 
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calculs à l'aide de (1.8), (1.9) nous donne 


piti= Tiqi-1, (1,10) 


Si l’on compare l'opérateur de transition Ti avec celui du schéma de Crank- 
Nikolson 


+! — qi-1 a, pitt + it 
> RUE cn 
on constate que l'opérateur Ti relatif à un schéma bicyclique de décomposi- 
tion (1.8), (1.9) et l'opérateur de transition du schéma de Crank-Nikolson appli- 
qué à un intervalle de temps de longueur double se confondent à +? près que les 


opérateurs À, commutent ou non. Cet artifice nous affranchit donc de la condi- 
tion fortement astreignante qu'est la commutation des opérateurs. | 
Passons maintenant à la stabilité de la méthode. De (1.4) il s'ensuit que 


Ip. [Hell lp/i. Mais on a vu plus haut que ITS { pour A > 0, 
donc ||p2*1|| < |lp?|. D'où il résulte aussitôt que 


L'AILE (1.11) 


ce qui exprime que le schéma (1.3) est stable. 

Si l’on considère une méthode à deux cycles, alors à chaque pas on aura des 
majorations de la forme ||gi*!|| < [|pi-1|. Ce qui exprime l’absolue stabilité 
de la méthode à deux cycles. 


Donc, si A: (1) > 0 et 4, (t) > O0 et si la solution æ du problème (1.1), 


(1.2) et les éléments des matrices À, (#) et À. (!) sont assez réguliers, alors le 
système d'équations discrétisées (1.8), (1.9) est absolument stable et le sché- 
ma (1.10) approche l'équation initiale (1.1) à l'ordre deux sur t. 

Supposons maintenant que f + 0 dans (1.1) et cherchons la solution de ce 
problème non homogène par une méthode de décomposition complète à deux 
cycles. Considérons, à cet effet, un système d'équations discrétisées (1.8). (1.9) 
ecrit pour la commodité sous la forme 


A T «: < s A T °°: : 
(?+345) pus = (i —7+ Ai) pi”i, 


(i+ 7 À) (pi — vf) — | 


— 


) 
| a 
LD > 

2% 
me" 

S 

D 

[ 

ve 

— 

nn 

+ 


(1.12) 


A T «>: . : A A . . 
(? ++ äi) pr*12— (i —7Ài) (p+Tf?), 
A T 1: : n A . > 
( +7 Ài) p*1— (i —+ äi) qiut, 
où fi — f(t;). La résolution de ces équations par rapport à i*! nous donne 


pti Tiqpi-1+2rTiTifi, (1.13) 
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où 
Fi rinitins D—(T4+iL il (1 ZT À 4 
T = TiT: oT 1e I 2 A’, I 5 Ac e ( e. 4) 


Un développement en série entière de + nous conduit à la relation 
. A A, 2T 2 LR . A. . 
pin=| Î _râi+ ET Ai | pi-1+2T(j—7TA) f2 +0 (1), (1.15) 


qui se transforme à son tour en 
j+1 _— opj“1 A, A. L A A. : 
5 rh) qi = (Î A5) ji + 0 (rw). (1.16) 


Eliminons 2-1 je un développement de la solution en série de Taylor au voi- 
sinage de t;_1. On aura à 1° pr 


: 3 dp \j-1 
pi=pi-it (&) T+0 (T°). (1.17) 
Eliminons la dérivée dœ/dt, à l'aide de la relation 


dp \j-1 a. : 
(SE = —AÏpi-1+fi+O (th (1.18) 


En portant (1.18) dans (1.17), on obtient 

pi=(Î—vAi) qi-1+ fi +0 (12). (1.19) 
D'où 

(Ê— Ai) pi-1= qi rfi +0 (r?). 
La substitution de (1.19) dans (1.16) nous donne 


pit Le pi-1 


= + Aipi=fi+O(r). (4.20) 


Il est manifeste que l'équation (1.20) approche l'équation initiale (1.1) sur 
l'intervalle [t;1, t;4,] à l'ordre deux sur Tt. 

On a donc trouve une approximation discrétisée à l’ordre deux sur t du 
problème non homogène (1.1), (1.2) par une méthode à deux cycles. 

La stabilité de cette méthode s'établit de façon élémentaire. En effet, 
estimons (1.13) en norme 


No SIT +2 TA TE NI. (1.21) 

On a signalé plus haut que |] 7? | & 1, donc, || F1 7211 72H TN TI À, 
et, par suite, [pi*||<Ili-21+2tI| f Il. D'où 

Hpil<iel+Tilfl, (1-22) 


où ||fll = max |fi|]. De (1.22) on déduit que le schéma est stable sur tout inter- 
valle de temps fini. 
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Le système d'équations (1.12) peut être mis sous la forme équivalente: 


A T «a: : A T « 
(+2 45) prr=(f 5 ii) on 
(4 atjoe[r Li) 


pi+1/8 — pi-1/8L rfi, (1.23) 


En éliminant les inconnues à indices fractionnaires, on obtient (1.13). Signalons 
que la forme d'écriture (1.23) est souvent préférable à (1.12). 
Si donc À; (t) > 0, À; (t) > 0 et si la solution œ, la fonction f (t) et les 


éléments des matrices À; et À, sont assez réguliers, alors le système d'équa- 
tions discrétisées (1.12) est absolument stable sur l'intervalle [0, 7] et 
approche l'équation initiale à l’ordre deux sur +. 


Jusqu’ici on a admis que l'opérateur initial À se représentait par la somme 
de deux opérateurs de structure plus simple. Certains problèmes compliqués 
de physique mathématique mettent en jeu des opérateurs qui se décomposent 

ñn 


en un grand nombre d'opérateurs. Considérons le cas où À = Ac: A, > 0. 
Qmi 


e. pro eue (1.1), (1.2) se décompose de la manière suivante sur l'intervalle 
bjuas tal: 


(i +S A4 joi-e-0m= ( 


> 
| 
| A 
D) 
CAT 
———" 
a 
S 
L 


A T : A A 
(i Toi i) @i—rji= (1 —+ 4j) pJ-1/n 
(1.24) 
PS T EN : A T A . . 
I +743) pume (1 —+Ài) (p/+Tf7), 


(147 À) gif 235) qe, 


où Aa = A, (tj). On s'assure immédiatement te si p est assez régulière, alors 
ce schéma approche le problème (1.1), (1.2) à l'ordre deux sur + et est absolu- 
ment stable (ce schéma peut être mis sous une forme analogue à (1.23)). 

En conclusion, considérons un problème quasi linéaire dont l'opérateur 
dépend du temps et de la solution: 


+4 (4, )p=0, 1€]0, T[, (4.25} 
P —8£g, t=90. (1.26) 
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n 
On admet que l'opérateur À (#, @) est de la forme À (4, o) = DEF (4, p), 
a=1 


4 (4, ç) > 0 et est assez régulier. Supposons, par ailleurs, que la solution est 
une fonction assez régulière du temps {. Considérons le schéma de décomposition 
suivant sur l'intervalle [t;_;, t,41l: 


qi+in Ex pi”! 24 piti/n-1-$ pi-1 
DRPONE = 


0 — 
qui+i/n — op} a pi+1/n + by (1.27) 
+ 47 2 — = tt, 


j+1— qiti-i/n à: citl j+i-1n 
PT Eee. 


où Ai = À (tj, pi). pi = qi-1 — tA (tj qi) qi, = &. 

On démontre sans peine par les méthodes développées dans [5] que le schéma: 
de décomposition (1.27) est du deuxième ordre d’approximation sur + et est 
absolument stable. La méthode de décomposition se définit de façon analogue 
pour les équations quasi linéaires non homogènes. Ceci laisse percer d'intéres- 
santes perspectives pour la résolution des problèmes quasi linéaires non sta- 
tionnaires d'’hydrodynamique. de météorologie. d'océanologie, etc. par la 
combinaison des méthodes aux éléments finis et des méthodes de décomposition. 

2. Intégration d'une équation parabolique à deux dimensions *). Considé- 
rons une équation Para bolique à deux dimensions régissant divers processus- 
en océanographie, conduction de la chaleur, etc. : 


ôu G) ou 9 Ru d_ G du 9 7 du 


fo ‘or © dy op de on oo | © 

avec les conditions initiale et à la limite 
u—=0, 1t—=0, (2.2): 
u|59 = 0, (2.3) 


où Q est un domaine simplement connexe borné de R*°, 8Q € CE). (x, y) € Q, 
1€ ]0, T[, T << oc. Les coefficients 4. B, G, Z € CE) (Q) sont des fonctions de 
(x, y), {= fa yst) | | _ 

Si l'on sépare la partie symétrique de la partie symétrique gauche de l'opé- 
ateur différentiel à dérivées mixtes en nous spires de la représentation 
C =.(G — Z)/2, D = (G + Z)/2, alors on peut récrire l'équation (2.1): 
in _ 2 jôu_ 0 Gôu._ 0 jou 
ot ôzx ôz dy ôy ôz y 

( ou 0 ou ô 


ôu 
y Dés ogg 67 ! (4) 


*) G. Marchouk, V. Kousin. Schéma d'intégration d'une équation para- 
bolique à deux dimensions par la méthode aux éléments finis combinée à la 
méthode de décomposition.— Preprint OVM AN SSSR. 
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Dans la suite. on admet que la fonction f (x, y, t) appartient à C() (Q) pour 
chaque t fixe de ]0, 7[ et que 


Vol SI < A+ BES-E2DE1ée KV LE À, 
0 <Y2< A4, B, |DI, |C | <LYs, Vi= const > 0, (2.5) 
(E—(G1 E2), 15 1° = ES). 
Pour formuler ce problème dans la position distributionnelle, multiplions 


scalairement l'équation (2.4) par une fonction arbitraire v € W: (Q) pour la 
métrique de L; (Q) et intégrons à l’aide des formules de Green en tenant compte 
de la condition à la limite (2.3). On obtient en définitive 


0 
(5. o] +12, v] =(f, v), (2.6) 
où 
Ou dv du ôv ou ôv 
Lu, «| (AS et ee D 
ou ôv ou dv du ôv 


Pot aa op 4 
Appelons solution distributionnelle du problème (2.4), (2.2), (2.3) une fonction 
T 


u (z,y,t) vérifiant la majoration | LE PS dt << ©, dulôt € La(]0, TI X Q), 
0 
l'égalité (2.6) pour presque tout t£ € ]0, T[ et la condition 
(u, w) =0, t=0, (2.7) 


quelles que soient v, wE€ W! (Q) 


En vertu de [21, 24], sous les conditions posées ci-dessus, le problème 
admet une solution distributionnelle unique telle que 


M 

0 
Pour résoudre approximativement le problème considéré, munissons Q 

d'un réseau rectangulaire dont les nœuds sont les points d’intersection des droites 


Zn = h,, y = jh. On admet que Q<c, << (hJhy) < 01, co et €, sont des 
constantes, Th = max (is, h). Triangulons chaque rectangle élémentaire 


Qi 11 = (@ y): (y EQ, 2 <z<Lrigu Vy LY LYjH1) en menant 
une diagonale dont la pente est =>0 ou <<0 selon que la quantité Ji4s, f+1 = 
= { D dzr dy est 0 ou <0. 


Qi fer 


Soit Qh <Q la plus grande réunion des triangles appartenant à Q. Dé- 
signons par Rh et ORh les ensembles des couples d'indices (i, j) des nœuds de 
Qh et 9Qh respectivement. Supposons, par ailleurs, que 


Q; = {(z, y): (x, y)€ U Sin, Jen Q, Jisa, in > 0}, 


ou 2 A 
rs Loti ul, ) d<CIfIL.«, nxar (2.8) 


Qr={(zs y): (x, y) EU, Sie. J#11 a, J'isa, fai < 0}, 


Rh={(i, j):(i, jJ)JE RAR, (zi, y) E i}, 
Rh=—{(i, j):i), JE Rh, (zr, y) € D}, 
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ôRh et 9RÀ sont les ensembles des nœuds frontières correspondant à R# et R#, 
TE={(m, n):(m, n)E OR?, (m—1, n) 6 RÈLORÀ, 
TE={(m, n):(m, n)EGRÈ, (m—1, n) € RÉUORÀ}, 


Tm.n est un triangle arbitraire de QA, 


TE V={(m, n):(m, n)E GRR, (m—1, n—1) 6 RRUORE}, 
TE X={(m, n):(m, n)E ARR, (m—1, n—1) € RRUOR). 
À chaque nœud (x;, y Ÿ € Qh attachons la fonction de base linéaire par morceaux 


Puy (x, y) définie au $ 4. chap. 2. Soit «;; le support de ;; (x, y). 
Cherchons la solution approchée sous la forme 


Un (x, y, = D ei (#) Paix, y), (2-8) 


i, JR 


où les fonctions a;, (t) se déterminent à partir du système d'équations diffé- 
rentielles 


(D, qui) @+ lun, qui (=, D GG DER (240 
avec les conditions initiales 
(uns PR = 0, 1—0, (k DER. (2.11) 
Le problème (2.10), (2.11) peut être mis sous la forme matricielle 
Ban. tEIU, TI, (2.12) 
a (N)=0, (2.13) 


où B = (Big, À = (Aijui), Bijne = (ie Padr Aijui = lis. Put, Ê = x) 
est un vecteur-colonne de Coordonnées TARN U: Qi (0). Ce problème admet une 
solution unique a = (2,7) qui définit une seule fonction u} (x, y, t). La solution 
un (x, y, t) vérifie l'inégalité (cf. (6.15), $ 6, chap. 3) 


T T 
max | ua [2 (+ | Lun un] dt € C | If de. (2.14) 
1€]0, TI 0 0 


Pour majorer la vitesse de convergence on se rappellera que la distance de 9Q 
à 0QR est de l’ordre de O (h), puisque le réseau est rectangulaire. Donc (es vertu 
du théorème 2 du $ 7, chap. 2), seule la proposition suivante est valable: si 
la solution distributionnelle w (x, y, t) appartient à W2(J0, TI X Q), il existe 


alors une combinaison linéaire uy = >. b;y (t) Puy (x, y) telle que 
(1, 3) € RÀ 
T 
lu—ur 2, à}? <chr 
è W2(2) } és 
0 


27—01526 
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En se servant de ce résultat et en reprenant les raisonnements du $ 6, chap. 3, 
on obtient pour la vitesse de convergence la majoration suivante: 


T 

\ à 1/2 

Inax —u t = 2 172 o 

es lu nILG)+ (| Du—un lé, 4) <CUR. (215) 
0 


Considérons maintenant l'algorithme d'intégration numérique du pro- 
blème (2.12), (2.13). Signalons tout d’abord que la matrice B de (2.12) peut être 


approchée par une matrice diagonale D d'éléments Dr = { ns dr dy. Dans 


Q 
ce cas, le problème (2.12, 2.13) est remplacé par le suivant: 
PS d A 
D <+4a=f, a(0)=0, (2.16) 


où la solution est désignée comme précédemment par a — (a,,). On démontre *) 
que la solution approchée u, définie par la solution de (2.16) est du même ordre 


d’approximation qu'avant le passage de B à D. 
En calculant les éléments de la matrice À, on remarque que 
À = A1 + 4e + A+ Au (2.17) 
où les matrices 1 sont définies par Îles expressions suivantes : 


re m, nn m, 
(41d0)n. nr = — mp1, n0ms+1. n+(am:, n TTme1, n) bm.n— 


m, nt mn m, 
en - 1, noôm=1. n+bnr1, nôm+. n+Bm1. no0m-1. LE 


(Aob)m. n — — Lim n+ 10m. n+1+ (a n+1 Fm: n=1) bm. n — 


— an n=10m.n1T Br: n+10m, n+1 + Bm: n-{0m, n-1; (2.18) 


à _ m,n m,n mn 
(A3b)m.n = —n+1, n+10ms+. n#17 (Am), n+1T7 m1, n=1) Dm. n— 


mn 


m, , 
m—i,n- 10m-1. n17 Br. n+10m+1. n+1 +1. n— 10m-1. n=—1, 


—@ 
4 _ m,n m,n mn, n 
(A40)m. n — —Em+1, n— Pme. n-11 (m1, n=1 1 Xm1, n+1) bm. n— 
m, 7 m, 7 . 


+ mn amn,.n 
où af °;. Br’, sont de la forme 


m,n _ mr) | mr) — 
a | 4 (nn dx a+ | B (mn) az dy 
4 


n,n 
Q: 


| 0Pm.n 0Pm.n 0m. n | 
d DR ARR à +) À (| az dy+ 


1 
OPm. n Ÿ ) \ 0m. n 0Fm.n 
+ B (ee dx dy+2 | Den ER dr du, 
: Ge 


*) Akopian Y., Oganéssian L. Méthode des variations-différences d’inté- 
gration d'équations paraboliques linéaires à deux dimensions. JVM et MF, 
1977, 17, n0 1, s. 109-119. 
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0Pm+1. n ÔPm.n n air n VPm.n n 
LH A n À (— Ôx dr ne | dz dy— |» (EL ox er 
Q; Q 
Pt. n OPm.n. Pr, n OQm.n ] 
ÉD on) de dy+ | 4 (ES RE ) dx dy + 
9 ÿ (e] 
2 
: dPrn+1 n OP n 0Pn+1 n OT m n 
— TE Em | ge dy, 
LE LA ne ms Se en dr dy 
Pr. n+i 0Pm.n 
An ni = B(——M TEL mr ) de dy — 
Q;, 
D 0m. n+1 0Pm.n 07m. n+1 0Qm.n | dx dy, (2.19) 
EH dy dx ‘ Ur oy 
Q1 
=\p 0Pr+1 n+i 0Qm.n _ Pt, n+1 0m 2) EPA 
Lmtt,ntt dy 0x ox 0y 
Qi 
m, n D Pret. n+i 0FPm.n ue IP, nF1 0fm.n ] dx dy 
Lmn+1, nFi— oy ox 0x dy é 
Q2; 
mn =|\cçc Pme. n 0Fm.n met. n OPm.n ] dx dy 
mti,n (= Ôx 0x oy ’ 
mn [ C PPm. ns 0Pm. n __ 0Pim. tt SE Le dx dy 
mnt | Ôy 0x GE + | 
Q 
m,n Pi, n+1 0m. n __ JPmxi, n+1 0Pm.n ) à dy 
m+i, n+1— = | C (ee ee Ôx ôy ) 
m, ( C 0Prm+1, nr! OP. n _ VPm= 1, ES | 0Pm. n | dz dy. 
me Ÿ, nF1 — : (st Ôx ox 0y 


D'autre part, par des calculs élémentaires on trouve que si (r,,, y) € Q, alors 


k A D 
a du. 
am = RE huh | Feu 
Gimme, nm, n 
m, n (ES) dr dv, (2.20) 
ni n+1= LES hhy 
Qim, n+11%m, n 

| mn, 7 —0: 
LE ni hoh D dz dy, Em+i,nri 0; 


y 
Blkmer rem, n 
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Si (Zm: Yn) € +, alors 


À D 
mn ( À 
Lm+1, HN ( h2 +) dx dy, 
ON 21 nn. n 
B D 
m,n _: 2 
Emi n£t = RE +5) eo: 
NX, n410%m, n 
=, | # 
m,n , e 
Emx1, net 0. anei,nri hxhy \ D dx dy 
ere. nr Em, n 


Les formules pour &;"*}!, er entraînent 


Mn m, : — 
En (CE n Fm A) — (cn n+1 7m, 1) 
.n amsn mn 
(ae ren n+1)—(Gmyin-1 Fmeinti) (2.21) 
m,n _mMEI NN m, nr n,nti 
Em+i,n— mn ? mnti— =an n ? 
nn ES mEf, n+i m, n 
Emsi,n£1 = mn » Amel,nri = Emri,nrl 
A =—pr#in mn = —$" mn+ti 
mi, n— mn U m, n+i— .n , (2 22) 
ge n pr} n£l p". n pre nFi 
méisnti— m+i,nri 


Trouvons les conditions pour lesquelles la matrice À, est semi-définie positive. 
Considérons, à cet effet. la relation 


(Ad, bh= D) (—am,nômn n+(myi,n Fami. ntmin— 
(m, n)ER"* 
—Cn1, n0m-1.n)bm.n+ > (Brnr1, n0mez. n+Bni, nôm-1 n)bm,n. 
(m, n)ERÀ 


La deuxième somme est nulle. en vertu de (2.22). En appliquant (2.21) à la 
première somme et en regroupant les termes, qn trouve! 


(41b, b)2 = > Emr1, n (om, n—bms+1,n)°+ 
(mn, n)ERFUTÉ 
+ D m1, ñn (bm, nr —bm+1. n}?, 


(m, n)ERÈ' JTE 
d'où, (2.20) aidant, on déduit 


(Ab, b}2 = 
=. 2 [  (£—) dr à Gen dm + 
h? hchy 
Om, RERIUTÉ %m41, nm n 
A , D , 
+ A, D - 
OX [ (ÉH) éd 6m n—bmu n 


(m, n)ERRUr£ : #m+l. na, n 
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et l’on peut conclure que la condition 


| À dr dy > Le | D dr dy | (2.23) 
y 


Tm.n Tm. nN8 


est suffisante pour que la matrice À; soit semi-définie positive. 
On démontre de façon analogue que si 


h 
| Bdzdy>— [ Ds dy | VIT. 0: 
x 


Tm, nfi2 Tm, nn 


alors la matrice 4, est aussi semi-définie positive. 
Des transformations nous donnent, comme plus haut, 


A # Â % 
(Ab, bk= D —— | D dz dy (bm. n—bms1. n41)°, 
h<hy 
(rm, n)ERAUTX" y Xm+1. n+10%m, n 
; 1 
(Ab, bh2 = S (5 | D dx dy) _ 
(m, n)ERAUTL: # #m+i, n-1 l#%m.n 


X (bm. n — bei. n-1)°. 
D'où, compte tenu du choix spécial de la pente des diagonales de Q;21, 41 
on déduit que À3 et À, sont aussi semi-définies positives. (Signalons que la ma- 


trice À est définie positive.) La représentation de À par une somme de quatre 
matrices semi-définies positives permet d'appliquer des méthodes de décomposi- 
tion à l'intégration de (2.16) et, notamment, la méthode de décomposition à deux 
cycles dont le schéma est ici de la forme 


Se L2 
4) ajTi, 


T 
2 

(D+5 4) aire [DT da) ai-3j4, 
T 

[+ 3 


D - 4) PS LES (D- 43) aj-1/2, 
(D+—+ As) (a/ —Tf}) — (D-+ 4) aj}/à 
se : "x n T . (2.24) 
(D+5 4 1) a (D—+ 4) (a) + tf}), 
(D+< À) aiti/2 — (D—< Às) ajtiyà, 
(++ da) ai*3jà — (D—- 43) ajti/2, 
(D+= mn ai+l — (D-5 A) aj*3/4, 


où T=TIJ, j=1, RE à a°=0, fi = (ti) | 
Ce schéma permet de définir, à l'aide des vecteurs connus a>-1 et fi, le 
vecteur a? qui est pris pour approximation de a (tj) à l'instant t;. Le vecteur a 
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est utilisé pour la construction de la solution approchée u, (x, y. t;) 


2 ag Une (rs ÿ)- 
(k, 1 eRh 


Si, comme au n° 1, on admet que chaque matrice Aa est telle que 


TIID-14, ||: << 2. alors on démontre sans peine que le schéma (2.24) est du 
deuxième ordre d'approximation sur + et est stable. Ces deux propositions nous 
permettent d'estimer l'erreur de la résolution du problème (2.16) par le sché- 
ma (2.24), ainsi que l'erreur résultante de la solution approchée du problème 
initial (2.4), (2.2), (2.3) à un instant arbitraire t}, j — 1, ..., J. 

Nous venons ainsi de définir entièrement l'algorithme d'intégration numé- 
rique du problème pour l'équation parabolique. Pour obtenir la solution aux 
points tj. il suffit de résoudre successivement les problèmes (2.24), lesquels se 
ramènent en fait à la résolution de problèmes monodimensionnels par la méthode 
de factorisation. 


Signalons en conclusion que nous avons mis en jeu plus haut des réseaux 


uniformes en chaque variable et avons développé l'opérateur À en une somme 
d'opérateurs monodimensionnels, ce qui nous a permis d'appliquer une méthode 
de décomposition. On obtiendrait des résultats analogues pour certains ré- 
seaux irréguliers de forme particulière, ainsi que pour des problèmes de Neu- 
mann et des conditions aux limites et initiales non homogenes. 

3. Intégration de l'équation de transport non stationnaire. Le problème 
non stationnaire pour l'équation de transport des neutrons à une vitesse joue 
un rôle important en théorie des réacteurs nucléaires. Dans les notations du $ 7, 
chap. 4. ce problème s'écrit 


1 27 
1 Ou ou ou _ Ge [ ” : 
atlas tag tous | dv ju uv, 4, Dd+f, 
0 0 
u |oc=0, prz+nny <0, (3.1) 


u—u(p,, t—=0, 
oùtE ]0. TI. T <'œ,.u = (x. y, y. À. t) est la densité du flux de neutrons de 
vitesse v > 0. Pour simplifier. on admettra, comme précédemment, que ©. = 
= C— 0, 2> 60 > 0, où ©,0 est une constante. 


Les transformations du $ 7, chap. 4, nous permettent de ramener (3.1) 
au problème 


VA 
1 Outh) dutk) duth) 
_ (R) (R) + gutR) — Su?) Ch), 
ut) [56—=0. nn, +nn, <0, (3.2) 


uk) = ul®), t—0, k—=1, 2, 3, 4, 


que l'on résoudra avec l'algorithme des n°° 7.1, 7.2, Chap. 4. 
Pour alléger les notations, on conviendra dans la suite que 


h,, =4, = a 
(signalons que tous les résultats obtenus plus bas restent valables pour des ré- 
seaux irréguliers en z et y). En introduisant les mêmes fonctions de base 


{qi (x. y)} qu'au $ 7, chap. 4. et en reprenant les mêmes raisonnements, on 
ramène (3.2) au système d'équations *) 


*) Voir également (401. 


EPILOGUE 423 


()  — a 
L Fe + (Hu) | (Zar © A1) + 1 1) | (42 © Lx) + oh) uth) = 
& 
=6% S PU DSutD+ju (3.3) 
1=1 


avec les conditions initiales 
uh=u®, 1-0, k—1, 2, 3. 4, (3.4) 


où la numérotation des éléments des matrices et des composantes des vecteurs 
a commencé comme suit: pour k = 1, à partir du sommet x = 0, y = 0; pour 
k = 2, à partir de x = a, y = 0; pour k = 3, à partir de rx = a, y = b; pour 
k = 4, à partir de z = 0, y = b. Ici 


ŒR) CR (k re (&) (k) T 
MR = (UT gs UD ge eee URL q ge eee Man qe MO mp ce UN, M1) 


k k k k) (k (k T 
FO Ho de aies IN dus se lt tee ete NL à 
(k) _,,,(R) (R) (k) (R) (R) 

Up = (Ui5)1, 19 U0)2, 19 + MON 1, te +++ U(0)1, M-1° U(0)2, M1 
(&) T 
ss UN 1, M1) 
at), G{*) sont des matrices diagonales dont les éléments ott) sont donnés 
par les formules 
6) —{ois, k—=i + OX i. j» k=2;: O\-i, M=-j kK=3;: O1, Mi k=—4}, 


où 6; —=(0, Pis) et les éléments des matrices o %) se déterminent de façon 
analogue en remplaçant © par ©. dans les expressions ci-dessus. Les compo- 


santes des vecteurs (4) et Eu s'écrivent 


(/O, qi), k—1 Qué, Pi). k=1, 

f = (JE), ni. j), k=2, Lu _ ) (uië. Pi.) k=2, 
Li (GE), pri mp), k=3, (OU (ui, FN=i. M), K=3, 
(CO, pa. x), k=4, (ur Pi. vr-jh k —4. 


Les matrices PtX. !) sont de la forme 
Pu,n= PE, = PE, 94,51, © Îx, 
PQ, 2)= Bt, 1 = PE, = BG, = Î y © Bu 
PQ. 3)— BG, 1) = P(2. 1) = PG, 2) = P, @ Pi. 
Pa, 1) — Pt, 1) = pee. 3) = PE. 2) P, @ Î y, 


h 0 1 : Ô 1 
bi =| _ : Jr ps =| . ° Jus 
1 0 1 0 


Dans la suite. nous aurons besoin des propriétés suivantes des matrices 
dont la vérification est immédiate: 


P(X, L). PM, 1) = P(R, M), 
PU, DB, D = 15 ® Îys (3,5) 
PQ, Hot PC, k) = Gh. 
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Définissons les fonctions vectorielles 


ut) ju) ui 

u(2) ft2) (2) 
u = u(3) , 1= fe) 9 U(o) = u{3) 

u(3)_ niVE Lure 


et les opérateurs matriciels 
Bi=diag(Bi.nr), G=diag(onx), Os=diag (Os, xx), 
B, nn = 1) | (Zur © A1) + 1 n6) | (À © Lu), 
Onk = OÙX), Os. ra = 0), k=1, 2 3, 4, 


PU,1) ... PU, 3) 


P(3,1) ... PU, 1) 


On peut alors mettre (3.3), (3.4) sous la forme 
2+ + (B1+- B2) u = 4 U = U(o};, t=0. (3.6) 
Soit L:.} un espace hilbertien de fonctions vectorielles, muni du produit 
scalaire et de la norme suivants: 


4 N-1 M-1 1 1/2 
uns D D \e | a) (y, p)of (y, Ÿ) dy, 


lull=(u, u)1/3. 

Du $ 7, chap. 4, il s'ensuit que la matrice B, est triangulaire inférieur, 
d'éléments diagonaux >0 etextradiagonaux <0. Par ailleurs, la matrice B est 
semi-définie positive et le calcul de son inverse B-! ne présente pas de difficultés. 
L'opérateur Ba est symétrique dans L,. } et défini positif: (Bou, u) > 600 [lu||°. 
Ces propriétés de Bi et Ba garantissent l'existence et l'unicité de la solution 


u (y, Ÿ, t) du problème (3.6), solution qui, on le vérifie immédiatement, satisfait 
la majoration à priori 


T 


T 
es lu o+( lutte) <C (lue) 1+ (| ira) ").  @n 


Si l’on admet que la solution exacte du problème (3.1) appartient à W£ (G X Q) 
pour chaque valeur fixe de ft, alors de même qu'au $ 7, chap. 4,ona 


T 
1/2 
max Ilur—ull(+(|lur-utt(a)" <CnlmA "2 (8 
tE)0, T A 


où hk — max (k., k,), le vecteur ur = ur (y, Ÿ. t) est de même structure que 
u = u (ÿ, Ÿ,t), mais avec des composantes (u, Œ;;) égales aux valeurs moyennes 
de la solution exacte du problème (3.1). 
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Les propriétés de Bet B, nous permettent de formuler l'algorithme suivant 
de résolution de (3.6) par la méthode de décomposition à deux cycles: 


(i+= B; | uj2/3 — (1-7 B: | uj-1, 
A ” A : A (3-9} 
(i+5+Burin= (it )uir, 
ui*1/3— yj-1/3LOrf), (3.10} 
(sgh) ume(ii) un 
.. | | (3.11} 
(1+5 Bi) ujtl — (1-58) uj*2/3, 
où J est la matrice unité de même dimension que Bi. 
T=vAt, At=TIJ; tj—jAt, u=u(o), 
dj (3.12) 
B= | patin. 
tj 


Les propriétés de B, et B, entraînent la stabilité absolue du schéma (3.9), 
(3-10), 410 et, de plus, 


Dax us 1 C (I (0) IE me Il #2 11). (1.33} 


Si l’on admet FL T||B,|| << 2 et que la solution du problème (3.6) est assez 
régulière, alors le schéma (3.9), (3.10), (3.11) sera du deuxième ordre d'approxi- 
mation sur t. De là on peut tirer les conclusions requises sur la vitesse de con- 
vergence des vecteurs u; vers les vecteurs ur (t;) à un instant arbitraire t}. 
Attardons-nous sur les algorithmes de résolution du système (3.9), (3.10), 


_< Ts : — 
(3.11). La matrice 7 + 7 B; étant triangulaire inférieure, on trouve sans peine- 


la solution de la première équation (3.9) pour tous u(#) et nt) fixes par des 
formules identiques à (7.19), chap. 4. Considérons maintenant la deuxième- 
équation (3.9) sous la forme 


(145 Blue, (3.14) 


2 . A T A L . 
où u=u/"1f3, 9 — (i-5 B: ] uJ-2/$, ou, sous la forme du système, 


4 


ut) + E Gut) =LE GE N Bu, DSut) + eh), (315) 
1=1 
k=1, 2, 3, 4. 


Ce système peut être résolu explicitement. En effet, agissons isur (3:15) avec: 
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: A A A A | ; | 
l'opérateur P(M, R)S UT Ix++ cu) . On obtient alors l'équation 


A À A a A T * - 1 
Pom, k)Sut = Di Pom, h) (Zu ® Ix+ ot) RP. DSutt) + 
I=1 


A 


+ PES | Tir ® Îx+- 


Les propriétés (3.5) entrainent 


ou)" a). (3.16) 


e) e 


Pem, h) (Êve © Îx+s om)" 7 {PU 1) == 


EN A T *“ 1 A a 
(ie És+S- dm)" 5 GmBem D 


Le système (3.16) équivaut donc au suivant: 


A | A A T {| T A 
bem, MS = D (far @ Êx+ 60m) + Gun BUM, Dsuth+ 


+ PM, k) (i m@ix+e au)" Sat), 


d'où 
4 
A A A LS A T A = | T A a | 
D bem, k&utr) = | Pr @ Îx (in @ Îx+ 60m) + op") X 
k=:1 di 
: \-1 
x D Pen, (fu @ Êx+ 7 600)" seu 
k=1 : (3.17) 
A A A 1 A A A A A _{ 
ut = (Tu 8 Îx++ th) {5 08 (Ir @ Ix++ ou — + 0{°) x 
& 
x D Pa, Dsah+guo}, k=1, 2, 3, 4 
1=1 


Comme 6%) et o{*) sont diagonales, les composantes des vecteurs u(%) peuvent 


être, en vertu de (3.17). calculées par des formules explicites. C’est ainsi que les 
composantes ul sont définies par 


2 To! ;; U 
D | ————— "  ———— x 
1 2+ Toi! Émcaecur 


XS (25 + EN 1, j FEN Li, M- j': nue Vu) TES ]. (3-18) 


ru Rs première équation (3.11) est justiciable de formules analogues 
à (3.17), (3.18) 
Approchons maintenant les équations sur les variables angulaires (y, 4). 
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Approchons. à cet effet, l'intégrale Sœg par la formule de quadrature: 


L D 
sq = D D Araq (ve Va) 
i=1 d=1 


où À ç4 sont les poids, (y,, ÿa). les nœuds de la formule. En remplaçant les inté- 
grales par les formules de quadrature dans (3.9), (3.10). (3.11) et en posant y — 
= y. v Ya l=1...., L, d =1,..., D, on obtient le système d'équa- 
tions algébriques linéaires 


VA T A _0 A T A = 
(145 Bira) 032 (15 Bi) POrA 
A T A ER a A T A 9 
(1+7 82. ui) ui a. = (1-5 Ba ra) vi 5, 


. , / … 3 3 . 0 
Lieu, Pop. (3.19) 


A T * . A T L 
(1+ Bi u) A = (1 B1, a) Di, 
où les vecteurs u?y sont de même dimension que ui dans (3.9), (3.10), (3.11) 
u() = u(o) (Ve Ya): Bi. id = B; (yr Ya) et l'opérateur B,, ;4 se définit: 


pa,u .. pa,s | L D 

a . : : : | 

Be, taPia = 6Pia Ge] © 0 | 2 À Autu. 
PU, 1)... pu, i=td=1 


Comme déjà signalé, la première et la dernière équation (3.19) peuvent être 
résolues sans peine par des formules explicites identiques à (7.19), chap. 4. 
La solution de la deuxième équation (3.19) est réalisée par les formules 


. a a T 1 
u{E). 1 1/73 — (ir Q Ix++ oth X 


T A A A T T * | 
x (+0 (lue ist a 5 08) x 
4 L D 
L 3 k), 3 
x D, Pu,m Y D Auf) +8 ), 
m= 1 l=1t d=i 
K= 1; 51:54, Lt, ii Li, dat: si: D, 
, . A T * k 1-2 
ou da=(i-5 Bu) u?; 13, 


La solution de la quatrième équation (3.19) est réalisée par les mêmes formules, 
dans lesquelles il faut remplacer j par j + 1. 

C'est ainsi que s'achève l'élaboration de l'algorithme d'intégration numé- 
rique de l'équation non stationnaire. En définitive, on est arrivé à un schéma 
absolument stable qui est du deuxième ordre d’approximation sur t et du pre- 
mier sur À si les solutions du problème sont régulières. L'ordre d'approxima- 
tion sur les variables angulaires est tributaire de la formule de quadrature 
choisie. Signalons que cet algorithme ramène le problème initial à des calculs 
par des formules explicites bannissant toute procédure itérative et l’inversion 
de matrices denses, ce qui en fait un outil simple et malléable. 
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